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Résumé :

Dans la formulation du Modus Ponens Généralisé
(MPG) rien n’empéche de faire un raisonnement avec
une observation disjointe de la prémisse. Méme si les
conclusions obtenues, dans ce cas, ont été interprétées par
plusieurs auteurs, peu de travaux se sont penchés sur un
contrdle de I’applicabilité de la regle.

Dans cet article, nous étudions une inférence basée sur un
Modus Ponens Généralisé¢ (MPG) avec contrdle de I’ap-
plicabilité en utilisant une conjonction entre 1’observa-
tion et la prémisse. Nous constatons que cette nouvelle
formulation du MPG, dans le cadre de la logique floue
dite de Zadeh-Godel et en conséquence avec utilisation
d’une vraie implication, donne exactement les mémes
résultats que ceux obtenus par I'inférence de Mamdani.
En d’autres termes, on obtient une nouvelle interprétation
de I'inférence de Mamdani dans un cadre logique, au
lieu de la considérer comme une représentation graphique
d’une fonction décrite comme une disjonction de points
flous (i.e. interprétation classique).

Par ailleurs, cette nouvelle formulation ouvre la voie a
de nouvelles méthodes d’inférence qui ont un esprit si-
milaire a celle de Mamdani, mais présentent de nouvelles
caractéristiques particulieres.

Mots-clés :

Modus Ponens Généralisé, Inférence de Mamdani, Im-
plications, Incertitudes

Abstract:

Even if the Generalized Modus Ponens (MPG) has
been studied and interpreted by several authors, little
work has been done on controlling the applicability of
the rule. In fact, in its formulation nothing prevents from
applying the formula even when the observation is dis-
joint from the premise.

In this paper we study an inference based on the Gene-
ralized Modus Ponens (MPG) with control of the appli-
cability by a conjonction between the observation and the
premise. We find that this new formulation of the MPG, in
the Zadeh-Godel fuzzy logic framework and thus using a
real implication infers the same conclusions as those ob-
tained by Mamdani’s inference. In other words, we obtain
a new interpretation of Mamdani’s inference inside a lo-
gical framework instead of considering it as a graph of
a function described as a disjunction of fuzzy points (i.e
the classical interpretation).

In addition, this new formulation opens the way up to new
methods of inference that are similar in spirit to Mamda-
ni’s, but with novel particularities.
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1 Introduction

Dans la formulation du Modus Ponens
Généralisé (MPG) rien n’empéche de faire un
raisonnement avec une observation disjointe de
la prémisse. Méme si les conclusions obtenues,
dans ce cas, via les différentes inférences ont
été interprétées par plusieurs auteurs [11, 14],
peu de travaux se sont penchés sur un contrdle
de I’applicabilité de la regle.

Dans la littérature, deux grands modes
d’inférence se confrontent [13] : le Modus Po-
nens Généralisé (MPG) proposé par Zadeh [10]
et 'inférence de Mamdani [4], sur laquelle
s’appuie une grande partie des controleurs
flous [9].

Une des grandes différences qui apparait par
la simple observation des formulations est que
I’inférence de Mamdani permet de conclure
a partir d’hypotheses en utilisant une pseudo-
implication, dont il est bien connu [12] qu’elle
ne répond pas aux criteres des implications [5].

Il est bien connu que la commande floue re-
garde I’'inférence de Mamdani comme une des-
cription disjonctive des points du graphe de
la fonction de commande alors que les autres
autres inférences se réferent a une description
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conjonctive.

Dans ce papier nous rappelons ces deux modes
d’inférence. Ensuite, nous focalisons notre at-
tention sur le comportement du Modus Ponens
Généralis€ quand la regle ne s’ applique pas (i.e.
lorsque I’observation et la prémisse sont dis-
jointes).

Ces observations nous amenent a introduire, en
section 3, une formulation du MPG intégrant
I’applicabilité de la regle, pour laquelle nous ex-
plicitons quelques propriétés. Nous constatons
que l’inférence de Mamdani est équivalente
a un Modus Ponens Généralisé avec controle
d’applicabilité de la regle. Pour finir, nous
illustrons comment cette nouvelle formulation
ouvre la voie a des méthodes d’inférence qui
ont des caractéristiques proches de celle de
Mamdani, tout en reposant sur des “vraies” im-
plications.

2 Inférences approximatives
2.1 Le Modus Ponens Généralisé

Le Modus Ponens classique permet de tirer
des conclusions a partir de regles pré-€tablies.
Ainsi, a partir d’une implication A = B (“Sile
feu est rouge, alors je m’arréte”) et de la donnée
de la prémisse A (“le feu est rouge”), on peut
déduire la proposition B (“je m’arréte”).

AN(A=B)— B (1)
Dans le cadre général, les observations sont
proches de la prémisse A et tiennent compte de
la certitude que 1’on peut leur accorder. 1l est
donc important de pouvoir utiliser I’implication
pour une donnée qui n’est pas nécessairement
A, ce qui conduit au raisonnement approxi-
matif introduit par Zadeh [10]. Le Modus Po-
nens Généralisé permet d’exploiter I'implica-
tion proposée pour une prémisse proche de A,
notée A’, pour inférer une autre conclusion B’,
dont la fonction d’appartenance se calcule a
I’aide de la formule :

[ (y) = supeexT(far(x), [r(7,y)) ()
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Lukasiewicz

Figure 1: Implication de Lukasiewicz, en haut,
et le min, opérateur utilisé par Mamdani a la
place de I’implication, en bas.

ou 7’ représente une t-norme et [ une implica-
tion floue.

Cette équation correspond a une extension a des
ensembles flous de la proposition :

ANA=B)—= B (3)

2.2 Inférence de Mamdani

Proposé par Mamdani en 1974, pour controler
la vitesse d’un moteur [4], le controleur de
Mamdani se base sur des regles d’inférence,
pour déduire des informations observées, des
décisions de régulation [9]. La premiere étape,
appelée fuzzification, consiste a récupérer les
données d’observations et les traduire en sous-
ensembles flous. Ces observations vont en-
suite étre confrontées au jeu de regles qui
régit le contrdleur. C’est durant cette phase que
I’inférence de Mamdani est généralement mise
en oeuvre. On obtient ainsi des conclusions
propres a chaque regle, que I’on agrege disjonc-
tivement. L’ensemble final est ensuite traduit en
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une valeur réelle, qui sera généralement 1’abs-
cisse du centre de gravité de cet ensemble. Cette
derniere étape s’appelle la défuzzification. Ce
type de controleur est souvent employé lors de
la conception de systemes régulés.

L’inférence, qui permet le calcul de I’ensemble
B’ se fait de la maniere suivante :

I (y) = supgex(min(fa(x),
min(fa(x), fe(y))) “)

On remarque, comme d’autres auteurs 1’ont fait
auparavant [12], que cette formule correspond
au cas général (2) en choisissant le min comme
t-norme et en remplagant 1’implication par le
main également.

Pourtant il est bien connu que le min n’est pas
une implication, mais une conjonction.

2.3 Gestion des valeurs de vérité

Si 'on s’intéresse au comportement de ces
deux opérateurs logiques (conjonction et im-
plication), on observe que dans le cas booléen
le comportement differe quand la prémisse
est FAUSSE. La conjonction donne toujours
un résultat FAUX et I’implication un résultat
VRAI, comme présenté sur la Figure 1. En lo-
gique floue, c’est principalement la zone ou la
deuxieme variable est supérieure a la premiere
(zone grisée sur la Figure 1) qui va différer. Au
lieu de donner une valeur forte a I’implication,
le résultat sera faible (ou nul).

Il se trouve que cette situation arrive surtout
quand I’observation A’ est tres différente (voire
disjointe) de A. En effet, dans ce cas, il existe un
point dans I'univers ou la prémisse est FAUSSE
et I’observation est VRAIE. Donc, comme vu
précédemment dans le cas du MPG I'implica-
tion sera VRAIE tandis que dans I’inférence de
Mamdani la conjonction correspondante sera
FAUSSE.

Dans le cas flou, en fonction de la combinai-
son t-norme/implication choisie pour le Mo-
dus Ponens Généralisé (2), les incertitudes et
imprécisions ne sont pas gérées de la méme
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Tableau 1: Exemples d’opérateurs compa-
tibles [1] pour le Modus Ponens Généralisé et
pour le MPG avec applicabilité.

t-norme Implications compatibles
F.ukasiewicz
Kleene-Dienes
Wilmott
Brouwer-Godel
Rescher-Gaines
Brouwer-Godel

Rescher-Gaines

F.ukasiewicz

manicre [1]. Mais toutes les combinaisons
ne sont pas possibles. Plusieurs contraintes
peuvent étre imposées pour le choix des
opérateurs. Classiquement, seule la compatibi-
lité, avec le Modus Ponens Classique, est de-
mandée, c’est-a-dire que 1’on impose de retrou-
ver B lorsque A = A’. Les combinaisons pos-
sibles [1] sous cette contrainte sont répertoriées
dans le tableau 1.

La plupart des combinaisons compatibles vont
placer un palier d’incertitude ¢ (Figure 2(b)),
si bien que dans le cas limite ou les deux en-
sembles A et A’ sont disjoints, tout I’univers de
la conclusion aura un degré d’appartenance va-
lant 1.

A I’inverse, 1’'inférence de Mamdani, comme
définie en section 2.2, prend I’écart entre A et A’
en diminuant la valeur maximale de 1’ensemble
(Figure 2(c)); si bien que dans le cas disjoint,
on aura cette fois une valeur 0 pour tout I’en-
semble d’arrivée.

24 Comportement du MPG quand la regle
ne s’applique pas

Les différences décrites précédemment ont
des conséquences qui vont au-dela des in-
terprétations données a ces comportements. En
particulier, le fait d’utiliser une conjonction
plutdt qu'une implication a des conséquences
sur l’agrégation de regles. Et tout parti-
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(a) Observation A’ et prémisse A

(b) MPG avec t-norme et implica-
tion de Lukasiewicz

g|

(¢) Inférence de Mamdani

Figure 2: Gestion des incertitudes : on compare
les résultats obtenus par les deux inférences
étudiés dans un cas simple ou A et A’ ne sont
pas identiques.

culierement quand la reégle ne devrait pas s’ap-
pliquer (i.e. quand I’observation et la prémisse
sont disjointes).

L’utilisation d’une vraie implication (i.e. du
MPG) impose un certain nombre de contraintes
pour la création d’un systeme d’inférence ou
d’un contrdleur, expliquées par de nombreux
auteurs [11, 14].

Une des caractéristiques du MPG est que,
si les ensembles A et A’ ont des supports
disjoints (ou presque), la conclusion inférée
dépend exclusivement (ou fortement) de 1’uni-
vers de définition de la conclusion. Ce com-
portement rend non seulement 1’interprétation
du sous-ensemble obtenu délicate, mais en
cas de défuzzification [7], la valeur sera for-
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tement influencée par I'univers de définition.
Par exemple, considérons une regle dont la
conclusion est un sous-ensemble flou de va-
leurs d’angle qui varient entre 45° et 90°. Si
la mesure observée est telle que la regle ne
s’applique qu’a la marge (i.e. observation et
prémisse sont presque disjointes), on obtien-
dra tout ’univers (de 0° a 360°) avec un degré
proche de 1 (i.e. totale ignorance), avec un
MPG. Une défuzzification par centre de gra-
vité donnera un résultat proche de 180°, qui se
trouve loin du sous-ensemble conclusion de la
regle.

On pourrait argumenter que le probleme pro-
vient du fait qu’on ne doit pas défuzzifier
en présence d’une “totale ignorance”. Quelle
est alors la limite? A partir de quel mo-
ment de cohérence observation-prémisse peut-
on défuzzifier ?

Une autre conséquence, connue de longue
date [11], du comportement du MPG en
présence d’observations et de prémisses dis-
jointes, est que la fusion des conclusions doit
étre conjonctive. En effet, une agrégation
disjonctive ferait que la conclusion d’une regle
qui ne s’applique pas (ignorance totale) domine
toute autre conclusion.

Malheureusement un contexte conjonctif
empéche de modéliser des options alternatives.
En effet, on peut simplement imaginer que deux
regles se déclenchent avec la méme observation
et donnent des conclusions disjointes. La fusion
conjonctive force la cohérence et donne des
solutions qui malheureusement masquent les
alternatives.

Comme ces comportements sont fortement liés
a ’applicabilité de la regle, nous proposons de
contrdler le MPG par une conjonction entre la
prémisse et I’observation.

3 MPG avec applicabilité de la regle

Nous proposons une nouvelle formulation du
Modus Ponens Généralisé, avec applicabilité de
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la regle, dans le cadre suivant :

(ANAYA(A= B) - B’ (5)

Cette formulation est compatible avec le Mo-
dus Ponens, puisque 1’on retrouve (1) lorsque
A=A

Nous proposons d’étendre cette formulation au
cas des sous-ensembles flous, en mesurant 1’ap-
plicabilité de la regle par I’évaluation de la com-
patibilité entre la prémisse A et 1’observation A’
par I'intermédiaire d’une conjonction 75 :

fe/(y) = suprexTi(Ta(fa(), far(2)),
IR(:E7 y)) (6)

La compatibilité [1] avec le Modus Ponens clas-
sique, mentionnée précédemment, restreint le
choix de 75 au mun. En effet, si on souhaite
avoir B = B quand A’ = A, alors la t-
norme 75 doit étre idempotente, forcant ainsi le
choix du min. Nous obtenons comme formu-
lation pour le Modus Ponens Généralisé avec
applicabilité de la regle :

for(y) = supsexT(min(fa(z), fa(z)),
Ir(z,y)) (1)

3.1 Propriétés

Pour une t-norme 7' et une implication [z quel-
conques, la formulation proposée (7) présente
plusieurs propriétés notables :

— Propriété 1 : Si la prémisse et I’observation
sont disjointes (A N A" = ()), alors la conclu-
sion est I’ensemble vide (B’ = ().

Preuve :
Si A et A’ sont disjoints, alors Vx
min(fa(x), fa(x)) 0, qu’on remplace
dans (7).

Cette propriété traduit le comportement sou-
haité du MPG avec applicabilité quand la regle
ne s’applique pas : on obtient I’ensemble vide.
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— Propriété 2 : Si ’observation est égale a
la prémisse (A" = A), alors la conclusion
obtenue par MPG avec applicabilité est iden-
tique a la conclusion de la régle (B’ = B),
si la t-norme 7' et I'implication [y sont
compatibles pour le MPG.

Preuve :

Par hypothese Yz min(fa(z), far(z)) =
fa(x), que 'on introduit dans (7) pour
retrouver le MPG (2). Si T et I sont compa-
tibles, alors pour A’ = A on trouve B’ = B.

T-norme et implication compatibles : De la Pro-
priété 2, découle que si la t-norme 7" et I'impli-
cation [/ sont compatibles pour le MPG, alors
elles le sont aussi pour le MPG avec applicabi-
lité de la regle.

Donc, les opérateurs compatibles pour le MPG
avec applicabilité de la regle, sont ceux compa-
tibles pour le MPG (Tableau 1).

— Propriété 3 : Si I’observation est incluse dans
la prémisse (A’ C A), alors le MPG et le
MPG avec applicabilité sont équivalents.
Preuve :

Par hypothese Vo min(fa(z), fa(x)) =
far(z), que on introduit dans (7) pour
retrouver le MPG (2).

Notons que, quand 1’observation est plus
précise que la prémisse (A" C A), pour la plu-
part des couples 7" et [ compatibles, la conclu-
sion obtenue par le MPG classique (et donc par
le MPG avec applicabilité) est égale a la conclu-
sion de la reégle (B’ = B). Ceci traduit le fait
que méme si on a une observation plus précise
on ne peut pas conclure quelque chose de plus
précis que la conclusion de la regle.

— Propriété 4 : Si l’observation contient la
prémisse (A’ D A) et la t-norme T et
I’implication [; sont compatibles, alors la
conclusion obtenue par MPG avec applica-
bilité est €gale a la conclusion de la regle
(B'= B)

Preuve :
Par hypothese Vax min(fa(x), far(z)) =
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fa(z), que I'on introduit dans (7). On re-
trouve la formulation du MPG pour A" = A,
et donc B’ = B, car T et I sont compa-
tibles.

Notons que cette propriété n’est pas vérifiée
par les différentes variantes du MPG, mais elle
I’est par I’inférence de Mamdani.

3.2 Comparaison Iinférence de

Mamdani

avec

Le MPG avec applicabilité de la regle, comme
défini dans la section 3, offre le choix d’un cer-
tain nombre de combinaisons d’opérateurs 7' et
Ir compatibles (voir Tableau 1). Il se trouve
que si on prend comme paire les opérateurs
dits de Godel (i.e. (8) et (9)), alors le MPG
avec applicabilité est équivalent a I’'inférence de
Mamdani.

Teodel(x, y) = min(z,y) (8)
1 siz <
Icodel(x,y) = { Y sinon y 9)

Ces deux opérateurs correspondent a I’exten-
sions au flou [17] de la logique intuitionniste in-
troduite par Godel [15]. Notons aussi que 1I’im-
plication /.4 st le résidu de la t-norme : min.

— Théoreme 1 : Le MPG avec applicabilité
dans le cadre de la logique floue dite
de Godel est équivalente a I'inférence de
Mamdani
Preuve :

L’équation (7) du MPG avec applicabilité
dévient dans le cadre de la logique de Godel :

fB/(y) = supzex{min(min(fa(z), fa(2)),
IGodel(xv y))}

En appliquant la formulation (9) de I’'impli-
cation de Godel on obtient :

fr(y) = maz{supiaex,y{min(fa(z), fa(x), 1)},
supize x,} {min(fa(z), far(2), f5(y))}}

ou X; = {x € X | fa(z) < fp(y)} et
Xo={z € X | falz) > fp(y)}.
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Quandon a f4(z) < fg(y), on obtient :
mln(fA(x)7 far (1‘), 1) = min(fa(x), fa (l‘), IB(y))

Ce qui implique dans I’équation précédente :

[ (y) = maz{
SuP{xeXl}{min(fA(x)’ Jar (x)7 fB(yD}?
Sup{meXz}{min(fA(x)v far (:L'), fB(y))}}

Nous retrouvons ainsi la formulation de
I’inférence de Mamdani (4).

3.3 Discussion

Les propriétés présentées dans la section 3.1
font du MPG avec applicabilité de la regle
une formulation intéressante de plusieurs points
de vue. Du coté pratique, la Propriété 1 im-
plique que si aucune régle ne s’applique, alors
on conclut a I’ensemble vide. A ce moment la
question de la défuzzification, qui pose dans ce
cas probleme pour le MPG, ne se pose plus.

La propriété 4 traduit le fait que si on observe
quelque chose de proche mais plus imprécis que
la prémisse, on ne peut conclure que ce qu’in-
dique la regle. Ceci est imposé par le fait qu’on
ne se prononce pas sur les valeurs de I’univers
de conclusion ou le degré d’appartenance de B
est nul.

Les similarités entre le MPG et le MPG avec
applicabilité de la regle sont concrétisées par
les propriétés 2 et 3. Les deux propriétés af-
firment que ces deux modes d’inférence sont
équivalents quand I’ observation est proche mais
moins imprécise que la prémisse.

3.4 Nouvelles inférences

Il est communément admis que la seule pro-
priété nécessaire pour déclarer une formulation
du MPG comme viable, est la comptabilité avec
le Modus Ponens classique [1] [13]. Nous intro-
duisons ainsi plusieurs nouvelles formulations
qui méritent d’€tre étudiées, puisqu’elles pro-
posent des variantes de la méthode d’inférence
la plus populaire dans le monde des applica-
tions, 1’inférence de Mamdani.
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Par exemple, si l’on choisit Lukasiewicz
comme t-norme et Kleene-Dienes comme im-
plication, on obtient la formule suivante :

fB/(y) = supzexmaz(min(fa(z), fa(z))
+maz(1 - fa(z), f5(y)) —1,0)

Par construction, cette forme du MPG avec
applicabilité vérifie les propriétés de la sec-
tion 3.1, en particulier le fait que, si la regle
ne s’applique pas, alors la conclusion inférée
soit I’ensemble vide. La Figure 3(a) illustre
son comportement lorsque A et A’sont définis
comme sur la Figure 2(a). On note que par rap-
port a une inférence de Mamdani, ce Modus Po-
nens Généralisé avec controle de 1’applicabilité
trouve un ensemble B’ plus précis.

Si I’on choisit I’implication de Wilmott, avec la
t-norme de Lukasiewicz, on obtient la formula-
tion suivante :

B (y) :supmeXmax(min(fA (x)v fA’(m))
+maz(l — fa(z), min(fa(z), f5(y))) —1,0)

Encore une fois cette forme du MPG vérifie
toutes les propriétés énoncées. Comme I’illustre
la Figure 3(b), elle permet de trouver un en-
semble B’ plus précis que B, mais avec cette
fois, une incertitude plus grande.

Conclusion

Dans la formulation du Modus Ponens
Généralisé (MPG) rien n’empéche de faire un
raisonnement avec une observation disjointe de
la prémisse. Méme si les conclusions obtenues,
dans ce cas, via les différentes inférences ont
été interprétées par plusieurs auteurs, peu de
travaux se sont penchés sur un contrdle de
I’applicabilité de la regle.

Dans cet article nous avons montré qu’une
inférence basée sur un Modus Ponens
Généralis¢ (MPG) avec controle de 1’ap-
plicabilité, dans le cadre de la logique de Godel
étendue au flou, est équivalent a I'inférence
proposé par Mamdani pour son fameux
contrOleur. L’applicabilit¢ de la regle est ici
traduite par une conjonction entre 1’observation
et la prémisse. Le cadre logique de Godel
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(a) Avec t-norme de Lukasiewicz et
I’implication de Kleene-Dienes

(b) Avec la t-norme de fukasiewicz
et I'implication de Wilmott.

Figure 3: Illustration du comportement du
MPG avec applicabilité, dans des cas non-
équivalents a I’'inférence de Mamdani. On uti-
lise les méme regle et observation que pour la
Figure 2.

impose comme conjunction le min et comme
implication le résidu de cet opérateur.

Par ailleurs, cette nouvelle formulation ouvre
la voie a de nouvelles méthodes d’inférence
qui ont les mémes caractéristiques essentielles
que l'inférence de Mamdani, mais présentent
d’autres caractéristiques nouvelles. Dans 1’ave-
nir nous étudierons plus en détail ces variantes.
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