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Résumé :
Une question couramment posée en robotique mo-

bile est : Comment concevoir et commander un véhicule
urbain capable de naviguer dans des espaces étroits ?
D’un point de vue mécanique, le concept à deux roues
semble être une bonne solution en raison de son encom-
brement réduit et de sa capacité à manœuvrer dans des
espaces restreints. Cependant, la commande de ce type
de véhicule nécessite deux niveaux de contrôle : le pre-
mier pour l’auto-équilibrage et le second pour assurer un
suivi de consigne de vitesse. Ce travail a pour objective
la synthèse d’une loi de commande robuste capable de
stabiliser le passager autour de son équilibre naturel ainsi
que d’assurer son déplacement le long d’une pente. Une
approche quasi LPV, à travers un modèle flou TS et les
contraintes LMI, sera proposée. L’approche sera basée
sur la forme descripteur du système mécanique dans le
but de réduire le conservatisme des contraintes LMI.

Mots-clés :
Modèle descripteur, fonction de Lyapunov non quadra-

tique, contraintes LMI, véhicule à deux roue, pendule in-
versé.

Abstract:
A commonly asked question in the field of autonomous

robotics and intelligent vehicles is : How to design and
control an urban transporter able to investigate narrow
spaces ? From a mechanical point of view, a two wheeled
transporter seems to be a good alternative due to its small
footprint and its ability to manoeuvre on tight turns. The
aim of this work is to design a robust controller able to
stabilize the transporter on its natural equilibrium along
an unknown slope. A quasi LPV approach, through the
so-called TS fuzzy model and LMI constraints will be
proposed. This latter is based on the descriptor form of
the mechanical system in order to reduce the conserva-
tism of the LMI constraints.

Keywords:
descriptor model, non-quadratic Lyapunov function,

LMI constraints, Two wheeled vehicle, inverted pendu-
lum.

1 Introduction

De nos jours, la croissance spectaculaire des
outils informatiques, de la théorie de la com-
mande ainsi que des technologies de fabrica-
tion [1] permet aux chercheurs pour d’explo-
rer de nouveaux concepts de véhicules plus
adaptés à nos besoins quotidiens. Par exemple,
le déplacement dans une rue piétonne, le trans-
port des personnes handicapées, la réduction
de l’énergie consommée et des espaces de sta-
tionnement. Le robot mobile à deux roues est
devenu très populaire cette dernière décennie
grâce à son faible encombrement et sa bonne
maniabilité dans les espaces étroits [2]. Plu-
sieurs prototype à deux roues ont vu le jour
comme : B2 [1], JOE [3], Nbot [4], Legway [5]
et Segway, qui est le concept le plus connu par
le grand public [6]. D’un point de vue théorique,
le robot mobile à deux roues est un système
complexe sous-actionnée [7] [8]. Ces systèmes
dynamiques instables ont attiré l’attention des
chercheurs dans le domaine de la théorie de
la commande, car ils constituent un très bon
exemple d’application [1], [3], [7], [8], [9].

La stabilisation d’un tel véhicule avec les
mêmes conditions qu’un véhicule convention-
nel, telles que le déplacement en pente ou le
franchissement d’une petite marche, reste un
enjeu scientifique. Dans le cadre du projet VHI-
POD (véhicule de transport en station debout
individuel auto-équilibré pour personne handi-
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capée avec aide à la verticalisation) financé par
l’ANR (Agence Nationale de la Recherche),
quelques questions concernant la robustesse de
la loi de commande apparaissent. La variation
de la masse et de l’inertie de l’utilisateur influe
énormément sur les performances du véhicule,
spécialement si ce dernier se trouve en pente.
En effet, le point d’équilibre du pendule in-
versé à 2 roues dépend directement de la pente,
non mesurée a priori. L’objectif de ce travail
est de proposer une solution pour la commande
des véhicules à deux roues type Segway, en
se basant sur l’approche descripteur Takagi-
Sugeno (TS) floue [16]. La méthodologie de
synthèse sera basée sur la forme descripteur
du modèle du véhicule, issue naturellement
de la modélisation mécanique. L’avantage de
cette technique est de réduire la complexité du
modèle TS flou ainsi que le conservatisme des
solutions LMI [13], [22].

Ce papier est structuré comme suit : la section
2 présente le modèle mécanique du véhicule
sur une pente. Le modèle non linéaire obtenu
sert alors de base à l’obtention d’un modèle TS
sous forme descripteur ; la section 3 décrit la
loi de commande PDC étendue (Parallel Distri-
buted Compensation) ; la section 4 présente les
résultats de simulation obtenus en stabilisation
et poursuite de trajectoire ; Finalement, la sec-
tion 5 contient quelques conclusions.

2 Modélisation

2.1 Modèle mécanique

Le véhicule est schématisé dans le plan par une
roue connectée à un solide en libre rotation sur
l’axe de la roue. La masse et le centre de gra-
vité (situé à une distance l de l’axe de la roue
) du solide constituent les caractéristiques iner-
tielles du système ”utilisateur + robot”. La fi-
gure 1 montre la structure du système, où ψ et
θ̇ sont respectivement, l’angle de basculement
du solide et la vitesse angulaire de la roue. Sup-
posant que le système se déplace sur une pente
d’angle α. Les notations utilisées sont définies

comme suit :
mw, mb - masses de la roue et du solide.
Iw, Ib - moments d’inertie de la roue et du
solide.
l - distance entre le centre de gravité du solide
et l’axe de rotation de la roue.
R - rayon de la roue.
C - coefficient de frottement visqueux.
Γ - couple moteur.

Figure 1 – Vue dans le plan du pendule inversé
à 2 roues.

Le modèle mécanique est obtenu à l’aide des
équations d’Euler-Lagrange [10] sous la forme :


J1θ̈ + J12 cos(ψ + α)ψ̈ + Cθ̇

−J12 sin(ψ + α)ψ̇2 +K1(α) = Γ

J12 cos(ψ + α)θ̈ + J2ψ̈ −K2 sinψ = −Γ
(1)

où

J1 = mwR
2 +mbR

2 + Iw
J2 = mbl

2 + Ib
J12 = mbRl
K1(α) = (mw +mb)gRsinα
K2 = mbgl

Dans l’équation (1), la dynamique est forte-
ment liée aux caractéristiques du solide (mb, Ib)
supposées incertaines. Sur un plan horizontal
l’équilibre statique est la verticale (ψ = 0) et
en pente, l’équilibre change (ψ = δ) avec [2] :

δ = arcsin

[
(mw +mb)R

mwl
sin(α)

]
(2)

cette equation montre que l’équilibre est fonc-
tion de la pente et des paramètres du so-
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lide (généralement inconnus). En revanche, il
est compliqué de calculer l’angle d’équilibre
au préalable. De même, il est difficile de
synthétiser une loi de commande sachant que
l’angle d’équilibre n’est pas déterminé, surtout
si le contrôleur est basé sur un modèle linéarisé
[8].

Soit xT =
[
ψ θ̇ ψ̇

]
le vecteur d’état, la forme

descripteur du systèmes est donnée par :

E(x)ẋ(t) = A(x)x(t) +BΓ(t) +D (3)

avec

E =

1 0 0
0 J1 J12 cos(ψ + α)
0 J12 cos(ψ + α) J2



A =


0 0 1

0 −C J12 sin(ψ + α)ψ̇

K2
sinψ

ψ
0 0


B =

 0
1
−1

 , D =

 0
−K1(α)

0


2.2 Forme TS descripteur

La modélisation floue de Takagi-Sugeno est une
représentation mathématique des systèmes, elle
appartient à la famille des quasi LPV [11].
A l’intérieur d’un ensemble compact de va-
riable d’état, un modèle flou TS peut représenter
exactement un système non linéaire par une
collection de modèles linéaires pondérés par
un ensemble de fonctions non linéaires issu
des non-linéarités du système [12]. L’avantage
de cette représentation est qu’elle fournit une
méthodologie systématique pour la conception
de lois de commande à l’aide des techniques
d’optimisation convexes (LMI) [13]. Dans ce
travail, le modèle TS est déterminé directement
à partir de la forme descripteur du système ce
qui réduit la complexité de synthèse [14], [15],
[18], [21].

Considérons re and r respectivement le nombre
de fonctions non-linéaires pour la partie gauche

et droite de l’équation d’état. Notons X(t) ∈
Rn le vecteur d’état, u(t) ∈ Rm le vecteur des
entrées, Y (t) ∈ Rq le vecteur des sorties, z(t)
le vecteur des prémisses, Ai, Bi, Ci des ma-
trices de dimensions appropriées représentant le
i-ème modèle local appartenant au modèle TS
flou. Sous hypothèse que les Ek sont des ma-
trices régulières de dimensions appropriées, le
modèle continu Takagi-Sugeno sous forme des-
cripteur s’écrit comme suit [15] :

{
EvẊ(t) = AhX(t) +Bhu(t)

Y (t) = ChX(t)
(4)

avec la relation

Ev =
re∑
k=1

vk(z(t))Ek; Ah =
r∑
i=1

hi(z(t))Ai

Bh =
r∑
i=1

hi(z(t))Bi; Ch =
r∑
i=1

hi(z(t))Ci

et les fonctions scalaires hi(z(t)) > 0, i ∈
{1, ..., r}, vk(z(t)) > 0, k ∈ {1, ..., re} vérifient
une propriété de somme convexe :
re∑
k=1

vk(z(t)) = 1 ;
r∑
i=1

hi(z(t)) = 1.

La forme TS descripteur du véhicule peut être
obtenue en considérant les deux non-linéarités
suivantes de l’équation (3).

Nl1(ψ) = cos(ψ + α), Nl2(ψ) = sin(ψ)
ψ

,
et en négligeant la troisième non-linéarité
Nl3(ψ, ψ̇) = sin(ψ + α)ψ̇ puisque ψ̇ est non
mesurable.

Le modèle TS descripteur est alors composé de
(2re×2r= 4 règles) contrairement au modèle TS
qui était composé de 8 règles [1]. Les modèles
linéaires sont obtenus en utilisant l’approche
par secteur non-linéaire [13]. Les fonction d’ap-
partenances sont :


h1 =

Nl2(ψ)−Nl2
Nl2−Nl2

Nl2 ; h2 =
Nl2−Nl2(ψ)
Nl2−Nl2

Nl2

v1 =
Nl1(ψ)−Nl1
Nl1−Nl1

Nl1 ; v2 =
Nl1−Nl1(ψ)
Nl1−Nl1

Nl1
(5)
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où Nli, Nli sont respectivement les bornes
supérieur et inférieur de la i-ème fonction non-
linéaire.

Pour prendre en considération la non-linéarité
négligée, le modèle (4) est réécrit sous la
forme d’un modèle TS avec des incertitudes de
modélisation :

(Ev+∆Ev)ẋ(t) = (Ah+∆Ah)x(t)+(Bh+∆Bh)u
(6)

avec les incertitudes : ∆Ah = Ha∆ah(t)Wah ,
∆Bh = Hb∆bh(t)Wbh , ∆Ev = He∆ev(t)Wev ,
ou He, Ha, Ha, Wev , Wah , Wbh , des ma-
trices constantes ∆eTv (t)∆ev(t) 6 I ,
∆aTh (t)∆ah(t) 6 I et ∆bTh (t)∆bh(t) 6 I .

Considérant les bornes des variables suivantes :
|ψ| 6 32◦, |ψ̇| 6 100◦/s

la non-linéarité α3(t) = J12 · Nl3(ψ, ψ̇) peut
être décomposée en

α3(t) = α3m + β(t)α3r (7)

avec α3m = (α3 + α3)/2, α3r = (α3 − α3)/2
et β(t) ∈ [−1 1]. Enfin, les matrices correspon-
dant aux incertitudes sont les suivantes :

Ha =

1
0
0

 and Wa =
[
0 α3r 0

]
.

3 Loi de commande PDC étendu

De façon classique, le système (4) peut être re-
formulé dans sa forme augmentée avec le vec-
teur augmenté X∗(t) =

[
XT (t) ẊT (t)

]T
:{

E∗Ẋ∗(t) = (A∗
hvX

∗(t) +B∗
hu(t))

Y (t) = C∗
hX

∗(t)
(8)

avec

A∗
hv =

r∑
i=1

re∑
k=1

hi(z(t))vk(z(t))A∗
ik,

B∗
h =

r∑
i=1

hi(z(t))B∗
i , C∗

h =
r∑
i=1

hi(z(t))C∗
i

E∗ =

[
I 0
0 0

]
; A∗

ik =

[
0 I
Ai −Ek

]

B∗
i =

[
0
Bi

]
and C∗

i =
[
Ci 0

]
3.1 Stabilisation

Considérons la fonction candidate de Lyapunov
suivante [16] :

V (X∗) = X∗TE∗Q(z)X∗ (9)

la condition de symétrie E∗Q(z) = QT (z)E∗

impose la structure suivante

Q(z) =

[
Q1(z) 0
Q3(z) Q4(z)

]
(10)

avec Q1(z) = (Q1(z))T > 0 et Q4(z) une ma-
trice régulière, l’inverse de Q(z) s’écrit alors
comme suit :

(Q(z))−1 = Phh =[
(Q1(z))−1 0

−(Q4(z))−1Q3(z)(Q1(z))−1 (Q4(z))−1

]
Par conséquent, pour relâcher les contraintes
LMI, la matrice inverse s’écrit sous la forme
suivante :

Phh =

[
p1hh 0
p3hh p4hh

]
avec : Yhh =

r∑
i=1

r∑
j=1

hihjYij .

Notez également que

Q1(z) = (P 1
hh)

−1,Q4(z) = (P 4
hh)

−1 etQ3(z) =
(P 4

hh)
−1(p3hh)(P

1
hh)

−1.

La loi de commande proposée est [14] :

u = Fhv(p
1)−1X =

r∑
i=1

re∑
k=1

hi(z)vk(z)Fik(p
1)−1X∗

(11)
avec Fik les matrices de gains. En boucle
fermée, le modèle (8) peut être réécrite comme :{

E∗Ẋ∗(t) = (A∗
hv +B∗

hF
∗
hv)X

∗(t)

Y (t) = C∗
hX(t)

(12)

ou
F ∗
hv =

[
Fhv(P

1)−1 0
]
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3.2 Stabilisation robuste

Compte tenu des incertitudes, le système étendu
(8) peut être réécrit avec les matrices suivantes :

A∗
ik =

[
0 I

Ai + ∆Ai −(Ek + ∆Ek)

]
E∗ =

[
I 0
0 0

]
;B∗

i =

[
0

Bi + ∆Bi

]
Considérons la propriété suivante [24]{

S = ST > 0

XTY + Y TX 6 XTSX + Y TS−1Y

(13)

A partir de la loi de commande contrôleur PDC
modifié (11), la fonction de Lyapunov (9), la re-
laxation [20], la propriété (13) avec τ (∗)(∗) > 0
matrice diagonal et le complement de Schur, les
conditions robuste de stabilisation sont données
directement par le corollaire 1 [14].

Corollaire 1 le modèle floue robuste sous
forme descripteur (6) sous la loi de commande
(11) est asymptotiquement stable s’il existe des
matrices P 1 > 0, P 3

ij , P
4
ij , Fik et des matrices

diagonales τaijk, τ
b
ijk, τ

e
ijk tel que :

P 1 > 0, (14)
Giik < 0, (15)

2

r − 1
Giik +Gijk+Gjik < 0, i 6= j (16)

pour i, j ∈ {1, ..., r}, k ∈ {1, ..., re} et

Gijk =
P 3
ij + (P 3

ij)
T (∗) (∗) (∗) (∗)

Λijk Ωijk 0 0 (∗)
WaiP

1 0 −τaijk 0 0
WbiFjk 0 0 −τ bijk 0
−WekP

3
ij −WekP

4
ij 0 0 −τ eijk


(17)

Λijk = AiP
1 +BiFjk − EkP 3

ij + (P 4
ij)

T

Ωijk = −EkP 4
ij − (EkP

4
ij)

T + τaijkHaH
T
a +

τ bijkHbH
T
b + τ eijkHeH

T
e .

3.3 Boucle de commande du véhicule avec
action intégrale

Afin d’atteindre l’équilibre naturel sans er-
reur statique, une partie intégrale a été
ajoutée (figure 2). Théoriquement, cette boucle
supplémentaire est une extension du vecteur
d’état du système X

T
=
[
XT XT

l

]
, avec Ẋl

définie par [12] :

Ẋl = Yd −
r∑
i=1

hi(z)CiX (18)

La forme descripteur du système étendu est :{
EvẊ(t) = AhvX(t) +Bhu(t) +B0Yd

Y (t) = ChX(t)
(19)

avec

Ev =

[
Ev 0
0 I

]
;Ah =

[
Ah 0
0 I

]
Bh =

[
Bh

0

]
;Ch =

[
Ch 0

]
B0 =

[
0
I

]
: 0 et I matrices de dimension appro-

priées.

Par conséquent, la loi de commande PDC
étendue peut s’écrire :

u =
r∑
i=1

re∑
k=1

hi(z)vk(z)F ikX (20)

avec
F ik =

[
Fik Lik

]
(P 1)−1

Figure 2 – Boucle de commande avec l’action
intégrale
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4 Résultats de simulation

Les tests de simulation sont basés sur les pa-
ramètres du véhicule à 2 roue B2 [1], (tableau
1). Un contrôleur PDC robuste avec une boucle
intégrale a été synthétisé. Pour vérifier la robus-
tesse du contrôleur, les incertitudes sont sup-
posées être de l’ordre 40% des paramètres no-
minaux du solide. La dynamique du système est
donnée automatiquement en réglant le rayon de
faisabilité sur la boite à outils Matlab LMI Tool-
box [23]. Les gains calculés sont donnés comme
suit :

[F11 | L11] = [1621.3 39.4 499.1 | −10.0]

[F12 | L12] = [2592.6 71.2 878.1 | −17.9]

[F21 | L21] = [1568.4 38.0 482.0 | −9.60]

[F22 | L22] = [2579.3 70.8 874.1 | −17.8]

Tableau 1 – Paramètres estimé du B2 [1]

Symbole Valeur
mw 25kg
mb 233kg
Iw 0.78kg ·m2

Ib 52.93kg ·m2

R 0.25m
l 1.09m
C 0.1N ·m · s/rad

4.1 Stabilisation

Dans cette partie, il est supposé que le système
se déplace sur une surface plane. L’objectif est
de stabiliser le solide à l’origine ψref = 0, tout
en maintenant le véhicule sur sa position initiale
θ̇ = 0. La figure 3 montre l’évolution de l’état
x(t) =

[
ψ θ̇ ψ̇

]T
, la commande Γ et la fonc-

tion de Lyapunov V (x) à partir des conditions
initiales X0 =

[
−20◦ 0rad/s 0rad/s

]T .

Figure 3 – Stabilisation du véhicule à l’aide
d’une loi PDC

4.2 Poursuite de trajectoire

Dans cette section, un profil de sol a été imposé.
Le but est de simuler un scénario de navigation
pour le véhicule. Ce test permet de vérifier la
robustesse de l’approche TS flou sous la forme
descripteur.

Le scénario contient cinq étapes de 20 secondes
chacune (figure 4). Premièrement, stabilisation
du véhicule. Puis, le véhicule se déplace jusqu’à
atteindre une vitesse angulaire θ̇ref équivalente
à une vitesse de translation de 10km/h. Une
fois cette vitesse atteinte, le véhicule monte sur
une pente de 30%. Dans la quatrième étape, il
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Figure 4 – profile de sol

se stabilise sur un plan pour un moment puis il
descend la pente. Les résultats sont représentés
sur la figure 5. Dans tous les cas, le véhicule
est asymptotiquement stable, la vitesse désirée
est atteinte, le solide atteint son équilibre natu-
rel donné par (2).

Figure 5 – Poursuite de trajectoire

5 Conclusion

Dans le cadre du projet VHIPOD, plusieurs
questions ont été soulevées concernant les per-

formances des véhicules à deux roues, par
exemple, le déplacement à domicile/extérieur,
le déplacement sur une pente ou le franchis-
sement d’une petite marche. Le but de cette
réflexion est d’étudier la possibilité d’étendre
l’utilisation de cette technologie au profit des
personnes handicapées. Dans ce travail un
modèle à deux dimensions du véhicule sur une
pente a été présenté afin de mettre en évidence
l’effet de l’angle de la pente ainsi que celui
des paramètres inertiels de l’usager sur l’angle
d’équilibre naturel. Pour faire face aux pa-
ramètres non mesurables, une approche basée
sur le modèle TS sous forme descripteur ainsi
que la formulation d’un problème LMI a été
proposée. L’intérêt de cette méthode est sa sim-
plicité de synthèse basée sur la forme naturelle
d’un système mécanique. La première simula-
tion concernant la stabilisation du pendule dans
un espace réduit montre qu’il est possible d’en-
visager son utilisation à domicile. Le second
test a montré l’efficacité de l’approche utilisée
en appliquant une consigne de vitesse pour se
déplacer sur un sol prédéfini tout en assurant la
stabilité de l’usager vers l’équilibre naturel. Les
résultats de ce travail vont servir à la définition
du cahier des charges du projet VHIPOD. le
prochain travail va porter sur l’amélioration des
performances du système en intégrant des ob-
servateurs afin de pouvoir estimer les variables
non mesurables. Une autre partie du projet a été
lancée dans le but d’analyser le comportement
biomécanique des personnes handicapées puis
de fournir un modèle biomécanique qui sera par
la suite intégré dans la boucle de commande.
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