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Résumé :

Cet article propose une méthode d’aide a la décision
multicritéres dans un environnement incertain, ot I’incer-
titude est représentée a 1’aide de la théorie des fonctions
de croyance. Dans ce cadre, nous présentons une nouvelle
méthodologie qui introduit I’imperfection au niveau des
préférences de 1’expert.

Afin d’évaluer I'importance des criteres et de déterminer
les priorités des alternatives, notre approche suggere
d’utiliser les relations de préférence binaires pour éliciter
les jugements du décideur. Pour ce faire, 1’analyse mul-
ticriteres hiérarchique (AHP) basée sur les fonctions de
croyance qualitatives est développée pour obtenir une
représentation numérique adéquate.

Mots-clés :

Analyse multicriteres hiérarchique (AHP), Théorie
des fonctions de croyance, Evaluations imparfaites,
pondération des criteres

Abstract:

This paper proposes a multi-criteria decision making
method in an uncertain environment, where the uncer-
tainty is represented using the belief function framework.
Indeed, we suggest a novel methodology that tackles the
challenge of introducing uncertainty in expert opinions.

In order to judge the criteria weights and the alternatives
priorities, our proposed approach suggests to use pre-
ference relations to elicitate the decision maker assess-
ments. Therefore, the Analytic Hierarchy Process with
qualitative belief function framework is developed to get
adequate numeric representation.

Keywords:

Analytic Hierarchy Process, Belief function theory,
Imperfect assessments, Criteria weights

1 Introduction

L’aide a la décision multicriteres a été lar-
gement utilisée pour modéliser des problemes
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de décision de différentes disciplines. Elle
s’impose de plus en plus comme étant 1’'un
des cadres les plus réalistes pour formuler et
résoudre des problemes de décision.

Pour ce faire, plusieurs méthodes ont été pro-
posées [1]. Leur principal objectif est de choi-
sir une ou plusieurs alternatives ou de procéder
au classement de celles-ci sur la base d’un cer-
tain nombre de criteres de différentes natures
[1]. Ainsi, deux approches d’agrégation sont
identifiées. D’un co6té, I’approche de surclasse-
ment introduite par Roy, ou certaines méthodes
comme Electre et Promethee sont développées
[2]. De l'autre coOté, une premiere méthode
basée sur la théorie de 1’utilité a été proposée
par Keeney et Raiffa [3]. Principe qui a été en-
suite repris dans un certain nombre de méthodes

[4].

Cependant, il est a noter que ces approches re-
posent sur un cadre certain. Elles ne permettent
pas de prendre en compte les différentes formes
d’imperfection (imprécision et incertitude) des
informations. En effet, ces incertitudes peuvent
provenir de données mal connues, non fiables,
ou encore de parametres non mesurables qui
doivent étre exprimés par un expert. Dans ce
cadre, il est nécessaire d’étendre 1’aide a la
décision multicriteres au contexte incertain et
de développer des méthodes capables de gérer
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ces imperfections au niveau des criteres mais
également au niveau des alternatives.

Par conséquent, des travaux reposant sur des
cadres plus généraux sont développés en com-
binant des modeles standards avec des théories
de I'incertain telles que : la théorie des proba-
bilités, la théorie des ensembles flous [5], [6],
la théorie des fonctions de croyance. Les pre-
miers articles, liant cette derniére et la méthode
d’analyse multicriteres hiérarchique (AHP), par
exemple, remontent aux travaux de Beynon et
al. [5]. Cette méthode a été par la suite affinée
et étendue dans de nombreux travaux [7] [8],
etc.

La méthode AHP possede deux avantages ma-
jeurs par rapport aux approches existantes. Tout
d’abord, elle apporte une procédure qui permet
de traduire les préférences du décideur en poids,
en utilisant une échelle prédéfinie. Elle introduit
aussi une démarche claire, qui doit permettre
d’éviter les incohérences lors de la définition
des poids des criteres et des priorités des alter-
natives.

En dépit de ses avantages, le processus AHP
peut avoir quelques défauts. En effet, le choix
de I’échelle de préférence est primordial et in-
fluence grandement le résultat final. Cepen-
dant, elle ne permet pas de représenter des
incertitudes liées aux préférences des experts.
Par exemple, la phase de construction des
criteres est une étape délicate qui nécessite une
compréhension du probleme posé et une in-
teraction avec les acteurs impliqués dans la
prise de décision. L’expert doit donc fournir ses
préférences a partir d’une certaine expérience et
ses jugements peuvent tre incertains, imprécis
ou méme incomplets.

Ainsi, une nouvelle méthode permettant de
prendre en compte des données incertaines
dans un cadre multicriteres est proposée. Cette
méthode est alors fondée sur la méthode AHP et
la théorie des fonctions de croyance. Contraire-
ment aux approches précédentes ol les compa-
raisons sont données par une échelle prédéfinie
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de valeur, nous allons essayer de modéliser cette
evaluation par des relations de préférence bi-
naires. En outre, on suppose également que
I’importance des criteres et la priorité des alter-
natives peuvent €tre exprimées au moyen d’une
fonction de masse de croyance afin de mieux
représenter ces imperfections. Notre proposi-
tion permet alors de transformer les préférences
obtenues a partir des jugements d’un expert, en
une valeur numérique avec certaines valeurs de
pondération, et ce, dans le cadre de la théorie
des fonctions de croyance.

Notre article est organisé de la manicre sui-
vante. Dans le paragraphe 2, les concepts de
base dont nous avons besoin sur les fonctions
de croyance sont rappelés. Dans le paragraphe
3, la méthode de fonction de croyance qua-
litative exploitée dans cet article est exposée.
Le paragraphe 4 propose une méthode multi-
critéres dans un cadre incertain. Cette méthode
est détaillée et illustrée par un exemple. Enfin,
le paragraphe 5 conclut et ouvre une discussion
sur ce travail.

de

2 La théorie des fonctions

croyances
2.1 Notions de base

Soit ©, appelé cadre de discernement ou uni-
vers, un ensemble fini de propositions ou d’hy-
potheéses exhaustives et exclusives. Une fonc-
tion de masse de croyance sur O est une appli-
cation m : 29 — [0, 1] telle que [10] :

> m(A) =1.

ACO

6]

La fonction de masse m représente la part de
croyance attribuée a A sans que celle-ci puisse
étre répartie sur les propositions qui la com-
posent. Un ensemble A tel que m(A) > 0 est
appelé élément focal. Soit F(m) C 2° I’en-
semble des éléments focaux.

La fonction de croyance associée a une fonction
de masse m est définie par :
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bel(A) = > m(B)etbel(D) = 0.

0+BCA

2)

La quantité bel(A) représente le degré de
croyance en A. Elle mesure a quel point les in-
formations données par une source soutiennent
la proposition A.

2.2 Combinaison

Deux fonctions de masse m; et ms issues de
deux sources d’information fiables et distinctes
peuvent étre combinées en utilisant la regle de
combinaison conjonctive définie par [9] :

(m1@m2)(A) =

Y B,cco,Bno=a Mi(B)ma(C),

vaco. ©

2.3 Affaiblissement

Un doute sur la fiabilité d’une source ayant
fourni une information m est parfois possible.
L’opération d’affaiblissement [11] de m par
une constante o € [0, 1], appelée taux d’affai-
blissement, permet de prendre en compte cette
métaconnaissance sur I’information m. Cette
opération de correction de m est définie par :

m*(A)=(1—-a)m(A),YACO, @
m*(0O) =a+ (1 —a)m(O). ®)

2.4 Les mesures d’incertitude

Les mesures d’incertitude relatives a un
événement caractérisent la nature de 1’infor-
mation, celle-ci pouvant étre imprécise ou in-
certaine. De nombreux travaux ont été réalisés
sur ces mesures. Ces travaux ont abouti a la
définition de plusieurs mesures. Dans cet ar-
ticle, nous nous focalisons sur la mesure com-
posée H [12] définie par :
|A]

S m(A)loga( )

AeF(m)

H{(m) (6)

Cette fonction présente I’avantage qu’elle a un
maximum unique.
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2.5 Niveau décisionnel

Lorsqu’une décision doit &tre prise, la fonction
de croyance éventuellement obtenue doit donc
étre transformée en une mesure de probabilité.
Une solution consiste a utiliser la transforma-
tion pignistique en calculant la probabilité pi-
gnistique définie par [13] :

AN B
| B|

m(B)
(1 —m(D))

BetP(A) = >

BCO

VA € ©.
(7

3 Méthode de fonction de croyance
qualitative

Le probleme de I’élicitation des opinions des
experts dans le cadre de la théorie des fonctions
de croyance a été abordé par de nombreux tra-
vaux [14] [15] [17].

Dans cet article, nous utilisons 1’approche de
Ben Yaghlane et al. [14]. Cette méthode a
été choisie car elle gere le probleme d’in-
cohérence dans les comparaisons par paires.
Aussi, I’originalité de ce modele est sa capacité
de générer des informations quantitatives a par-
tir des préférences qualitatives.

L’idée principale de la méthode est donnée
comme suit.

Soient deux alternatives a et b, un expert
peut exprimer laquelle des propositions est
la plus susceptible d’étre vraie. Ainsi, il uti-
lise deux relations de préférence binaires : la
préférence (>) et I'indifférence (~), définies
réspectivement par :

a > b< bel(a) — bel(b) > ¢,
a~b<s |bel(a) —bel(b)| < e.

®)
€))

Dans ces équations, ¢ est considéré comme le
plus petit écart que 1’expert peut discerner entre
le degré de croyance de deux propositions a et
b, sachant que ¢ est une constante spécifiée par
I’expert avant de commencer le processus d’op-
timisation.
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Par la suite, une technique mono-objective a été
utilisée afin de résoudre ce probleme d’optimi-
sation :

Maz,, UM (m)
s.t.
bel(a) — bel(b) > ¢
(a est préféré a b)

bel(a) — bel(b) < ¢

(a et b sont indifférents)
bel(a) — bel(b) > —¢

(a et b sont indifférents )

> m(a) =1,m(a) =0,
a€F(m)
Va C ©;m(0) =0,

(10)

ou les trois premieres contraintes sont dérivées
des équations précédentes. La dernicre
contrainte garantit que la somme des masses
allouées aux éléments focaux est égale a 1
(masse normalisée). Elle impose également que
les masses soient positives.

4 Meéthode multicriteres basée sur
des évaluations qualitatives

4.1 Introduction

L’ objectif principal de cette section est d’établir
une méthode liant la méthode AHP avec la
théorie des fonctions de croyance et de per-
mettre de formuler un probleme de décision
multicriteres en utilisant des relations de
préférence binaires.

Un probleme de décision multicriteres est
défini par un ensemble d’alternatives © =
{ai,...,a,} et un ensemble de criteres notés
respectivement 2 = {cy,...,¢,}. Le pa-
ragraphe suivant donne une présentation du
modele proposé.

4.2 Définition du modele

La méthode AHP (Analytic Hierarchy Pro-
cess) a été développée par Saaty [16] [4].
Cette méthode propose de découper un
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probleme de décision complexe en une struc-
ture hiérarchique. Cette hiérarchisation se
déroule selon plusieurs niveaux, débutant
par 1’objet du probleme, suivi des criteres et
qui se termine par les différentes alternatives
possibles.

Cette méthode est basée sur [I’évaluation
par paires, ou I’ensembles des comparai-
sons forment des matrices de jugement.
Ainsi, chaque matrice est construite a par-
tir de comparaisons basé€es sur une échelle
numérique de priorité avec certaines valeurs
de pondérations (Tableau 1). Cette échelle tra-
duit les préférences du décideur en valeurs
numériques. Ensuite, la méthode du vecteur
propre est appliquée pour déterminer I’impor-
tance de chacun des criteres et des alternatives.

Tableau 1 — Echelle de mesure de Saaty

Valeur numérique Définition
1 Importance égale
3 Importance faible
5 Importance forte
7 Importance attestée
9 Importance absolue
2,4,6,8 Valeurs intermédiaires entre
deux appréciations voisines.

Par conséquent, notre modele repose sur les
mémes caractéristiques que I’ AHP standard (ni-
veau hiérarchique, comparaison par paire) mais
en considérant des relations de préférence a la
place de nombres exactes.

Comme pour la méthode classique, nous
commencons par construire la matrice de ju-
gement des criteres. Ainsi, pour exprimer ses
préférences, le décideur donne des opinions
qualitatives, a partir de ces connaissances et
de ces expériences plutdt que des informations
quantitatives directes. La procédure est illustrée
dans le Tableau 2.

Cette matrice est alors construite a partir des re-
lations de préférence. Dans ce tableau, F;; peut
étre :

1. une relation preference stricte > : SSI
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Tableau 2 — Matrice de Préférences

C1 | C2 Cm
&1 - | Pro Py,
Co - - Py,
Cm | - - - -

(ci = ¢;) N=(cj = )

2. une relation indifference ~ : SSI (¢; >
¢;) A (¢ - i)

3. une relation inconnue : (-).

Une fois cette matrice construite, nous
procédons comme dans le cas classique. Nous
construisons tout d’abord la valeur correspon-
dante a chaque critere c;, ce qui correspond
dans la méthode classique a la construction du
vecteur propre. Ces valeurs obtenues sont une
fonction de masse de croyance. En effet, notre
modele cherche a transformer les relations
obtenues en valeurs numériques en utilisant les
fonctions de croyance. Pour ce faire, nous avons
adopté 1’approche de Ben Yaghlane et al. [14]
afin de convertir toutes les relations obtenues
en un probleme d’optimisation (Equation 10).
Sa résolution, selon certaines mesures d’incer-
titude (UM) telle que H (Equation 6), permet la
génération d’une fonction de croyance la plus
incertaine et la moins informative.

Cette fonction de masse de croyance se calcule
selon la formule suivante :

Maz,,o H(m'?)
s.t.
bel*({c;}) — bel*({c;}) > ¢
(c; est préféré a c;)

bel*({c;}) — bel*({c;}) < e

(¢; et ¢; sont indifférents )

bel({c;}) — bel({c;}) > —¢
(¢; et c; sont indifférents )

> m({a}) = 1,m"({e;}) >0,
ck€F(m)
Ve, € ©;m(0) =0,

Y

Sachant que la premiere contrainte traduit
la relation de préférence et la deuxieme et
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troisieme contraintes modélisent la relation
d’indifférence. D’ou, chaque paire de criteres
doit vérifier une de ces deux relations.

Avec cette formulation, nous supposons que le
poids des criteres est décrit par une fonction
de masse de croyance notée m$, issue de la
résolution du probleme d’optimisation (Equa-
tion 11).

Finalement, pour obtenir I’importance relative
de chaque critere, nous proposons de transfor-
mer les probabilités pignistiques Bet P, issue
de la fonction m, en coefficients 3; de la facon
suivante :

BGtPQ (Cl)
max,Bet P2(c;,)

B = (12)

Pour les m matrices (nombre de critéres) de
jugement des alternatives par rapport au m
criteres, qui elles aussi sont représentées avec
des fonctions de masse de croyance, le calcul du
vecteur propre s’ effectue de la méme maniere
que pour le calcul du vecteur poids.

Maintenant, I’étape suivante consiste a intégrer
la Bet P9 relative aux critéres avec celles rela-
tives aux alternatives.

A ce niveau, notre principal probleme est que la
fonction de masse correspondance aux criteres
est définie sur un cadre de discernement ()
différent de celui des alternatives ©. Pour
résoudre ce probleme, on suppose que chaque
poids de critere peut-étre vu comme €tant une
mesure d’affaiblissement. Ainsi, chaque fonc-
tion de masse de croyance relative a un en-
semble d’alternatives est affaiblie par la mesure
correspondante :

mey ({a;3) = Br-me,(1a;}),

me () = (1= Br) + Brme, (O).

Vaj € @,
(13)
(14)

ot m,, ({a;}) est la masse de croyance relative
a D’alternative a; sachant le critere c; et 3, est
le degré de fiabilité (sachant que o, = 1 — ).
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Une fois les fonctions de masse de croyance
affaiblies, il est possible de les combiner par
I’intermédiaire de la combinaison conjonctive.
Nous obtenons alors :

Mfina = @mer, k={1,...,m}. (15)

La derniere étape consiste alors a prendre une
décision concernant la meilleure alternative. La
technique la plus utilisée dans le cadre de la
théorie des fonctions de croyance est de rete-
nir I’alternative ayant la plus grande probabilité
pignistique (Equation 7).

4.3 Exemple

L’exemple présenté dans cet article est re-
latif au choix d’une voiture. Trois voitures
sont candidates et il s’agit de choisir celle
qui convient le mieux, en fonction de trois
criteres. Ce probleme sera traité selon deux
méthodes. D’une part, une analyse multi-
criteres hiérarchique crédibiliste, dans laquelle
les criteres et les alternatives seront exprimés
par des relations de préférence, et d’autre part
une analyse multicriteres hiérarchique standard

[4].

Les résultats permettront d’évaluer 1’apport de
la méthode d’analyse multicriteres crédibiliste
proposée. Sa pertinence, d’un point de vue
décisionnelle, sera également discutée.

Une étude préliminaire a identifié 3 criteres pos-
sibles : Q@ = {Confort (c;), Style (c3), Puis-
sance (c3)}. Apreés avoir obtenu les réponses
a I’issue d’un questionnaire, 1’expert établit la
matrice de comparaison donnée par le Tableau
3.

Tableau 3 — Matrice de comparaison par paires

Criteria | ¢1 | ¢ | 3
C1 - | >
(&) - - ~
C3 - - -

D’apres ce tableau, nous remarquons que 1’ex-
pert préfere {c1} a {co} et aussi {1} a {cs3}.
Pour compléter cette matrice, 1I’expert doit rem-
plir uniquement la moitié de la matrice sans
quantifier la diagonale et la matrice réciproque.

Maintenant, pour appliquer la méthode établie
dans ce papier, nous devons transformer les
relations obtenues en un probléme d’optimi-
sation, dont la résolution permet d’obtenir les
poids des différents criteres. Nous considérons
que ¢ = 0.01 et nous choisissons // comme
mesure d’incertitude. Nous obtenons alors les
contraintes suivantes :

1. ¢ = ¢y < bel?({c1}) — belY({cp}) > &
2. c1 = c3 & bel?({c1}) — bel*({c3}) > ¢
(

3. cg ~ ez & bel*({ca}) — bel({cs}) < eet
bel*({ca}) — belt({c3}) > —¢

et le modele suivant :

MameH(mQ) = —mﬂ({ﬁ}) * l092(1/m9({01}>

—m?({c2}) * loga(1/m®({c2}))
—m*({cs}) x loga(1/m®({cs}))

—m*(Q) * loga(3/m™(Q));

s.t.

bel*({c1}) — bel*({cp}) > ¢
bel*({c1}) — bel*({c3}) > ¢
belt({ca}) — bel*({c3}) < &
bel*({ca}) — belt({c3}) > —¢
> m?({a}) = Lm({c;}) 2 0,

ci€F(m)

Ve, € Q;mS (D) = 0,

Finalement, les poids correspondants sont
donnés dans le Tableau 4.

Tableau 4 — Pondération des critéres
Criteria | ¢ Co C3 Q

m®  10.238 | 0.208 | 0.208 | 0.346
BetP® | 0.352 | 0.324 | 0.324
B 1 0.92 | 0.92

Ensuite, la méme procédure est répétée pour
comparer chaque alternative par apport a
chaque critere.
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Soit © = {Peugeot(p), Renault(r), Ford(f)}
I’ensemble des alternatives. L’approche avec
les relations de préférence appliquée aux al-
ternatives donne les priorités entre alternatives

présentées dans le Tableau 5.

Tableau 5 — Priorités des alternatives

Alternatives c1 Ca C3
{p} 0.336 | 0.3 | 0.207
{r} 0.18 0.1 | 0.304
{f} 0.242 | 0.195 | 0.039

{p,r, f} 0.242 | 0.405 | 0.45

Une fois les matrices des priorités obtenues,
notre objectif est alors d’intégrer ces priorités
avec le poids des criteres. Nous commengons
par la procédure d’affaiblissement ou les va-
leurs de 3 sont données dans le Tableau 4. Le
résultat est présenté dans le Tableau 6.

Tableau 6 — Priorités des alternatives affaiblies

Alternatives 1 Co C3
{p} 0.336 | 0.276 | 0.1904
{r} 0.18 | 0.092 | 0.2796
{f} 0.242 | 0.1794 | 0.0358
{p,r, [} 0.242 | 0.4526 | 0.4942

L’étape suivante consiste donc a combiner les
différentes masses obtenues (Tableau 7).

Tableau 7 — Fonction de masse de croyance fi-

nale
a; {r} | {r} | {f} 0 ©
Minar | 0.2317 | 0.174 | 0.025 | 0.5153 | 0.054

Finalement, la probabilité pignistique (Equa-
tion 7) est utilisée afin de choisir 1’alternative
préférée (Tableau 8).

Afin de comparer notre modele a une méthode
classique, nous avons utilisé la méthode AHP
standard pour traiter ce méme probleme. Les
mémes résultats ont été obtenus, comme in-
diqué dans le Tableau 9. Il est clair que le choix
de I’alternative p est le plus approprié.

D’apres les deux approches cette alternative
a I'importance la plus élevée. Notre méthode
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Tableau 8 — Classement des alternatives

Alternatives | {p} | {r} | {f}
BetPfing | 0.552 | 0.322 | 0.126

a l'avantage d’étre facile a expliquer a des
non spécialistes. En effet, les experts sont te-
nus d’exprimer leurs préférences qualitative-
ment sans avoir besoin de se familiariser avec
la méthode.

Tableau 9 — Classement des alternatives selon

AHP standard
Alternatives | {p} | {r} | {f}
priorités | 0.609 | 0.217 | 0.174

5 Conclusion

Une méthode d’aide a la décision multicriteres
basée sur la théorie des fonctions de croyance
a été présentée. L'idée fondamentale de cette
approche est de permettre au décideur d’expri-
mer ses opinions en utilisant des relations de
préférences binaires. Ensuite, ces relations sont
traduites en valeurs numériques suivant 1’ap-
proche de Ben Yaghlane et al. [14] afin d’ob-
tenir le poids des criteres et la priorité des alter-
natives.

Enfin, la méthode proposée est facile a com-
prendre et simple a utiliser. Mais, elle ne permet
pas de modéliser les différentes formes d’im-
perfection. Ainsi, en exprimant ces préférences,
I’expert peut utiliser d’autres types de relation
comme la préférence faible et I’incomparabilité.
Cette piste est laissée en perspective.
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