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Résumé :

En analyse de concepts formels, les connaissances in-
duites (appelées concepts formels) sont hiérarchisées et
représentées sous la forme d’un treillis de Galois. 1l
s’avere que dans le cas d’applications réelles, le nombre
de concepts formels est trés important ce qui augmente
considérablement la taille du treillis de Galois engendré
et par voie de conséquence la complexité de la manipula-
tion de ce treillis. Les treillis de Galois alpha sont appa-
rus récemment pour répondre a ce probleme. Néanmoins,
les approches proposées en ce sens prennent uniquement
en considération des relations Booléennes. Dans la conti-
nuité de ces approches, nous proposons dans ce papier
une méthode permettant de réduire la taille du treillis de
Galois dans le cas de relations binaires floues. L’intérét
de notre contribution se trouve d’autant plus justifié que
le nombre de concepts formels est d’autant plus impor-
tant lorsque la relation est floue. Pour ce faire, nous uti-
lisons un partitionnement de I’ensemble des instances en
classes de base. Un tel partitionnement est obtenu en as-
signant a chaque instance une classe de base en fonction
de son type. Nous introduisons ensuite une projection ex-
tensionnelle consistant a définir une nouvelle extension
pour chaque intension floue. Cette nouvelle notion d’ex-
tension est basée sur un certain critere de satisfaction al-
pha (relatif a la partition) en classes de base. L’approche
ainsi proposée permet de réduire le nombre de concepts
formels et par conséquence la taille du treillis de Galois.

Mots-clés :

Treillis de Galois alpha, analyse de concepts formels
flous, réduction de treillis.

Abstract:

A Galois lattice is a representation of knowledge as a
hierarchy of concepts. In the case of real application the
number of formal concepts is very important which signi-
ficantly increases the size of the Galois lattice generated.
We propose in this paper a method to reduce the size of
concept lattice in the case of fuzzy binary relationship,
inspired by Galois alpha lattice. For this purpose, we use
a partitioning of the set of instances to base classes. Such
partitioning is obtained by assigning to each instance a
basis class according to its type. We will then make an
extensional projection consisting of defining a new exten-
sion for each fuzzy intension. This new notion of exten-
sion is based on a criterion of alpha satisfaction relating
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to the partition to base classes, which helps to reduce the
number of formal concepts and therefore the size of the
Galois lattice.

Keywords:

Galois alpha lattice, fuzzy formal concept analysis, lat-
tice reduction.

1 Introduction

L’analyse de concepts formels (ACF),
introduite par Wille [1], consiste a ap-
prendre des paires de sous ensembles
({objets} {\propriétés}), appelés concepts

formels, a partir d’une relation binaire (appelée
contexte formel) entre un ensemble d’objets
et un ensemble de propriétés. Rappelons que
dans la proposition initiale de Wille, la relation
considérée est Booléenne (un objet possede
totalement la propriété ou ne la possede pas
du tout). Dans le cas de I’analyse de concepts
formels classique (non flou), plusieurs ap-
proches ont été proposées pour réduire la
taille du treillis de Galois. Dans [4] les au-
teurs proposent une méthode qui se base sur
I’élimination d’une partie des nceuds du treillis.
Dans [5] un treillis de concepts fréquents
représente la partie supérieure d’un treillis de
concepts : seuls les nceuds dont I’extension est
suffisamment grande (relativement a un seuil)
sont représentés. Dans beaucoup d’applica-
tions, il est parfois utile de représenter une
grande quantité de données en les regroupant en
une hiérarchie de classes. Partant de cette idée,
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Ventos & Soldano [3] ont proposé des treillis
réduits appelés treillis de Galois alpha apres
une projection extensionnelle. Ce modele qui
permet une représentation réduite de connais-
sances s’avere efficace. Néanmoins, il est limité
a des contextes formels Booléens. Il s’avere
que I’ ACF est souvent amenée a considérer des
réalités concretes (mesures, observations, juge-
ments, etc...) ou peuvent apparaitre des notions
de gradualité. De pareilles réalités ont déja
été modélisées par des contextes formels flous
[6]. Cependant, le nombre de concepts formels
induit par un contexte formel flou est largement
plus important que par un contexte formel
Booléen ce qui augmente considérablement la
taille du treillis de Galois engendré. La quasi
majorité des travaux existant dans le cadre de
la réduction de treillis ceuvrent sur la globalité
du contexte formel (sans partitionnement de
celui-ci). A ce titre, nous présentons dans ce
papier, une approche permettant de réduire un
treillis de concepts formels flous inspirée des
treillis de Galois alpha [3]. Dans cette approche
nous contrdlons le nombre de nceuds du treillis
en tenant compte, dans une certaine mesure
associée a un degré alpha (@), d’une partition a
priori des données. Cette partition est constituée
d’un ensemble de classes de base : chaque
classe est associée a un type de base : celui
des instances qui la constitue. Donc, dans cette
approche, uniquement les instances appartenant
a des classes de bases satisfaisant I’intension
floue a un taux alpha seront maintenues dans
I’extension alpha. Le cadre général des treillis
et de I’analyse de concepts formels floue est
donné dans la section 2. En section 3, nous
présentons et illustrons sur un exemple simple
la procédure nous permettant d’étendre les
treillis de Galois alpha au cas de relations
floues ainsi que 1’algorithme alpha permettant
de calculer pour chaque intension floue son
extension alpha.
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2 Analyse de concepts formels flous

L’analyse de concepts formels consiste a
apprendre des paires de sous ensembles
({objets} {\propriétés}) appelés concepts formels
a partir d’une relation binaire appelée contexte
formel. Dans la proposition initiale de Wille [1],
la relation considérée est Booléenne (un objet
possede totalement la propriété ou ne la possede
pas du tout). Dans I’analyse de concepts for-
mels flous, un contexte formel flou est un tuple
K = (L,0,P,R) ou la relation floue R € L%
est une fonction R : O X P € L (généralement
L = [0,1]). La fonction R assigne a chaque
objet x € O et a chaque propriét€ y € P un
degré R(x,y) exprimant le degré de satisfac-
tion de y par x. Cette relation est représentée
sous forme d’une table. Généralement les lignes
représentent les objets et les colonnes les attri-
buts, chaque cellule exprime une valeur appar-
tenant a [0,1] , comme le montre 1’exemple sui-
vant :

Table 1 — Contexte formel flou

RIyvi|»|w»m

x1031]0.1]0,1
x | 0810400
x3 108106100
x4 1 104100
xs| 1 104105

Soit K = (L, 0, P,R) un contexte formel flou
et soient X € LY , Y € LP. Les opérateurs de
dérivation ()1 : L9 = [P et ()! : 1P = 1O
sont définis par Belohlavek [7] comme suit :

X' () = Ao X () = R(x, )
P = Ayep (Y () = R(x, 7))

X" (y) (resp.Y*(x)) désigne le degré d’apparte-
nance de I’attribut y (resp. I’objet x) dans 1’en-
semble flou de propriétés X' (resp. ensemble
flou d’objets ¥*). Etant donné X € L9 et ¥ e
P , une paire (X, Y) est un concept formel flou
ssi X = Yet ¥ = X. Lensemble de tous
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les concepts formels flous peut étre muni d’une
relation d’ordre (notée <) définie comme :
(Xl,Y1) < (Xz, Yz) ssi X] - X2 (ou Yz - Yl
). Cet ensemble muni de la relation d’ordre <
forme un treillis complet. Les opérateurs Meet
et Join sont décrits par le théoreme fondamen-
tal de Ganter et Wille [2]. Il existe plusieurs
méthodes permettant de construire un treillis de
Galois dans le cas de 1’analyse de concepts for-
mels flous [6], [7], [8], [9] et [10]. Dans ce
qui suit nous donnons I’ensemble des concepts
formels flous extrait du tableau 1 en utilisant
I’algorithme présenté dans [11]. La Figure 1
représente le treillis de Galois correspondant

Cl : (xls XZ,X3,X4,X5) (Yl ,y(z)]ay3 )

C,: (x x%,8x3,x4,x5) O ,y(z”,y3

Cs : (7,98, xl, x), xb), (yl,yz ,y3 %)
C4 : (x()] xél-x:l;ax470x5) (yl ,)’2 ’y’; )
CSZ(x x%4’x878x4 7-x5 ) (y] ’)’2 ’y’i )
Co: (x)! gc% ,x3 L3 X0, (01, 599,359)
C;: (x(l),lxzo,ox3 O,Ox4,x5) LY ,y(z”,y3

CS : (-x01 -x2 ax3 9-x4’-x5) ()’1,)’2 ,)’3 )
C9 : (X x2 ,x3 ,x4,x5 ) (yl»y2'4’y(3).l)

0,3 0,0 0.1 0.1
(-xl 7x2 7-x3 7-x4’x5) (ylayz ,y3 )

(xl axz 7x3 ’x4’x5) (yl’yz ’y3

0.1 0.0 04
20 () ,x2 ,x3 2 Xy ,x5 )(yl’yZ’yB

Figure 1 — Treillis de concepts formels flous

Dans le cas d’applications réelles, le nombre de
concepts formels flous est tres important, ce qui
augmente considérablement la taille du treillis
de Galois engendré. La suite de ce papier pro-
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pose une approche par partitionnement permet-
tant de réduire la taille du treillis tout en gardant
son informativité.

3 Proposition

3.1 Partitionnement en classe de base

Les classes de bases sont un regroupement
d’objets partageants un méme type. Ces classes
sont obtenues par un partitionnement non flou
de ’ensemble de tous les objets. Ce partitionne-
ment est généralement obtenu a I’aide d’un ex-
pert du domaine (Knowledge Engineer). Cette
activité ne pouvant étre décrite de maniere for-
melle, nous proposons de I’illustrer a travers un
exemple concret relevant du domaine médical.
Cet exemple a été construit en collaboration
avec un médecin spécialiste du Centre Hospi-
talo Universitaire Nedir Mohammed de Tizi ou-
zou. Nous avons ainsi mis en évidence les ma-
ladies suivantes :

— Hypertension artérielle (o),

Insuffisance cardiaque (0,),

Rétrécissement mitral (03),

Dilatation des bronches (04),

Asthme (05).

Il a été constaté que les manifestations de ces
maladies se font généralement a travers les
symptomes suivants :

— Dyspnée (D),

— Douleurs thoraciques (H),

— Expectoration (E).

Le contexte formel illustré a travers le Ta-
bleau 2 quantifie les corrélations (relations)
entre les maladies et les symptomes correspon-
dants. Ce contexte formel relie un ensemble
de maladies a un ensemble de symptomes. A
titre d’exemple, un patient ayant de 1’hyperten-
sion artérielle possede le symptome d’expec-
toration a un degré égal a 0,1. Tandis qu’un
patientatteint d’insuffisance cardiaque présente
le symptome de dyspnée a un degré 08. L'ex-
pert a constaté que chaque maladie appartient
a une classe de base. Ainsi, les trois premieres
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Table 2 — Contexte formel flou

Classede base | R | D | H | E
0;103]0.1]0,1

CLI 0, 1081041 0,0

03 108106100

os| 1 104100

CL2 os | 1 (04105

maladies (hypertension artérielle, insuffisance
cardiaque, rétrécissement mitral) appartiennent
a la classe des maladies cardio-vasculaires, et
les deux dernieres (dilatation des bronches,
asthme) appartiennent a la classe des maladies
respiratoires. Le partitionnement des maladies
a ainsi donné lieu a deux classes de base, a sa-
VOIr :

— Maladie cardio-vasculaires (CL;)

— Maladies respiratoires (CL;)

3.2 projection Extensionnelle

Dans [13], les auteurs formalisent 1’extension
de I’analyse formelle de concepts a des lan-
gages plus sophistiqués. La notion de projec-
tion est utilisée pour réduire le langage et
ainsi réduire la taille du treillis de Galois.
Indépendamment, [14] utilise la méme notion
de projection pour faire varier le langage mais
I’utilise également en la nommant projection
extensionnelle, pour modifier la fonction d’ex-
tension ext. Nous allons proposer une pro-
jection extensionnelle pour déterminer, pour
chaque intension (terme) floue, une extension
dont les objets appartiennent tous a des classes
de bases qui satisfont ces termes a un pourcen-
tage alpha. Pour ce, nous allons d’abord rap-
peler la notion d’inclusion ensembliste floue
utilisée. Nous introduisons ensuite une mesure
de satisfaction alpha. Basée sur cette derniere,
nous proposons de quantifier I’appartenance al-
pha. Enfin, nous proposons une nouvelle no-
tion d’extension alpha basée sur les notions
précédemment définies. Dans [12], le degré
d’inclusion est défini comme suit :
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Définition 1. (subsethood degree )

Soit A, B € L* deux sous ensembles flous. Le
degré d’inclusion S (A, B) de A dans B est donné
comme Suit :

S(A, B) = A\ex((A(x) = B(x))

ou — désigne I’'implication floue

Il est a noter que nous utiliserons 1’'implication
de Godel dans la suite de ce papier. Nous utili-
serons aussi 1’application 7, pour désigner I’in-
tension T = 7(o0;) d’un objet quelconque o;,
définie comme suit :

I: X->LY

0i|—>T

ou T'(yr) = R(oi, yi)

3.2.1 Satisfaction alpha

Soient X = {01,0,,...,0,} un ensemble non
flou d’objets (instances) constituant une classe
de base, T un terme flou (intension floue) et
un nombre entre [0,100]. Nous définissons dans
ce qui suit la notion de satisfaction . Un en-
semble X = {0y,0,,...,0,} satisfait une inten-
sion floue 7" a un taux « (noté Xsar,T) ssi au
moins a% de ses objets (instances) satisfont 7" :

"o S(T, I(o;
X sat,T ssi Liz0 |(X| (©9)

x100>a (1)

N

ou :

|X| : 1a cardinalité de I’ensemble non flou X (la
classe de base).

S(T,Z(0))
dans 7 (o;).

: degré d’inclusion de I’intension T

Exemple :

L’ensemble X = {o0;,0,, 03} satisfait le terme
T = (D°8, H** E*%) pour @« = 70% car :
.[(01) — (D0’3,H0’1,E0’1)

S(T,J(o1)) =
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S((DO’S,HO’4, EO’O), (D0’3,H0’1, EO,I)) — 0, 1
De la méme maniére :

S(T,71(0y)) =1

S(T,1(03)=1

De ce fait, nous avons :

nS(T,I(o;
2 S(T.1(0) % 100 =

Xsat;oT car X

=70

Par contre, I’ensemble X = {01, 0,, 03} ne sa-
tisfait pas le terme T = (D', H**, E®®) pour
a = 50.

WXIOO

3.2.2 Appartenance alpha

Soit X = {01, 07,03, ...,0,} un ensemble d’ob-
jets (non flou) et CL désignant une fonction
telle que CL(0;) corresponde a la classe de base
de I’objet 0;. Soit T un terme (intension) flou
de L”.

o; app,T ssi CL(0;) sat,T 2)

Exemple :
Pour le terme flou 7 =
o1 appeo T car :

(DO’S, H0’4, EO’O),

Y1 S(T.1(0) _
el L] x 100 =
=70 > 60

Plus de 60% de la classe de base de o; (CL1 :
classe de I’objet 0y) satisfait le terme flou 7' =
(DO,S H0,4 EO’O).

3.2.3 Extension alpha

L’extension alpha (notée ext,(T)) d’un terme
flou T , relativement a la partition CL est définie
comme suit :

exto(T) = {0i/px(0)} 3)

Ou ux(o;) = S(T, L(0;)) si o;app,T , 0 sinon

Exemple :
Cet exemple illustre la  construction
de I’ensemble extso(7T) pour le terme

T =MD" H" EYeta=50
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— pour oy € CL1

S(T,1(01)) =0,1

S(T,1(0y))=0,0

S(T,1(03))=0,0

Pour que o, fasse partie de extsy(T), il faut que
sa classe de base satisfasse 7" pour @ = 50 :

3 S(T.I(o;
leooz(ulgﬂx100:3>50

Donc la classe de base CL1 = {01,0,,03} ne
satisfait pas le terme T = (D', H*!, E') 4 50%.
Ce qui fait que : 01 € extso(T) avec ux(o1) =0

— La méme chose pour les instances o, et 05 car
elles appartiennent a la méme classe de base
que o .

— Pouros € CL2 :

S(T,I(04) =1
S(T,I(os5)=0,5

5 .
ZoadTOD 5 100 = 409 % 100 = 75 > 50

ICL2]
Donc la classe de base CL2 = {o04,0s5}
satisfait le terme 7 = (D',H*,E") a

50%. De ce fait, o4extso(T) avec un degré
d’appartenance : ux(os) = S(T,1(04)) =
S(D',H*',EY, (D", H*"*E") =1

Donc o5 € extso(T) avec un degré d’ap-
partenance ux(0s) = S(T, 1(05)) =
S((DI,HOJ,EI), (Dl,HOA,EO’S)) — 0’5
Donc T’extension pour ¢ = 50 du terme

r = (Dl ’ H®! s El) est e.xtso(T) =
extso(D', H™', E') = (0", 0,°, 03", 0}, 05”)

3.3 Projection extensionnelle

Rappelons ci-dessous la notion générale de pro-
jection :

Un opérateur Proj est une projection d’un
treillis (E, <) ssi pour tout couple X, Y € E les
propriétés suivantes respectivement de minima-
lité, monotonie et idempotence sont vérifiées :

1. Proj(X) < X.
2. X <Y = Proj(X) < Proj(Y).
3. Proj(Proj(X)) = Proj(X).
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Soit E, I’ensemble de toutes les extensions
alpha d’un terme 7. En changeant I’extension
(ext), une projection extensionnelle trans-
forme un treillis de Galois en un Treillis
plus petit mais qui garde !’informativité du
treillis initial. A ce titre, la proposition sui-
vante permet d’établir une importante propriété.

Proposition 1.

Soit G = (L9, Int, L?, ext) un treillis de Galois.
Soient ext, = proj, o ext et E, = proj,(L°).
Alors Int : E, — L etext, : L¥ — E,
définissent une correspondance de Galois entre
E,etLF.

Preuve.
Pour prouver la Proposition 1, il suffit de
montrer que proj, est une projection :

— Minimalité :
projo(X) <X
proj.(X) est composée des objets de X qui
satisfont le critere @, ie proj,(X) est inclus
dans X puisqu’on élimine des éléments de X
, donc proj, est minimal.

— Monotonie :

X <Y = projo(X) < proj.(Y)

Si X est inclus dans Y, chaque élément de
X retiré par la projection sera aussi retiré
de Y, et ceux qui restent auront toujours les
mémes degrés d’appartenances proj,(X) est
donc inclus dans proj,(Y) et donc proj, est
monotone.

— Idempotence :

projo(projo(X)) = projo(X)

Dans la nouvelle extension (extension alpha)
il ne reste que les objets dont @% de la classes
de base satisfont le terme flou, donc une nou-
velle projection avec un méme @ nous don-
nera les mémes objets avec les mémes degrés
d’appartenance.
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3.4 Algorithme EXTALPHA

L’algorithme est concu pour générer, pour
chaque intension floue, son extension alpha.
Il est organisé comme suit : au départ 1’en-
semble des extensions alpha (EXT _SET)
est initialisé a I’ensemble vide Ensuite pour
chaque intension floue (7"), I’algorithme calcule
son extension alpha (ext,(T)) en parcourant
chaque ligne du contexte formel flou et en
vérifiant la condition de satisfaction alpha
pour chaque ligne, si la condition est vérifiée
I’objet correspondant a la ligne est ajouté a
ext,(T) avec un degré d’appartenance égale
au degré d’inclusion (ux(o;) = S(T,1(0;))
sinon px(0;) = 0. Enfin, pour chaque extension
alpha générée 1’algorithme vérifie si elle existe
déja dans I’ensemble EXT SET si ce n’est
pas le cas alors celle ci sera rajoutée a cette
ensemble sinon il garde uniquement la plus
grande intension parmi celles qui ont toutes
la méme extension alpha (ext,), les autres
seront enlevées de 1’ensemble des intensions
INTENT — SET. L’algorithme est organisé
comme suit :

INTENT _SET : Ensemble de toutes les inten-
sions floues.

EXT S ET : Ensemble des extensions alpha.

o; : Objet de la ligne i du contexte formel flou.

m : Le nombre de ligne du contexte formel flou.
CL(0;) : La classe de base de 1’objet o;.

|CL(0;)| : Cardinalité de la classe de base de
I’objet o;.

I (0;) : Intension de I’objet non flou o;.

T, T’ : Deux intensions floues appartenant a
I’ensemble des intensions floues.

ux(o;) : Degré d’appartenance de I’instance o; a
I’ensemble X.
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Algorithm. EXTALPHA

Imput : K = (L,0,P,R),INTENT _SET
Output : EXT SET,
Begin
EXT _SET = {0};
For each T € INTENT SET) Do
ext,(T) :=0;
i:=0;
While i < m Do

. n o S(T,I(o;
if Z=50L0OD 100 > o then

1X]
ux(0;) :==S(T, Z(01))
else
Hx(0;) =0
exto(T) :={o;/pux(0)} U exto(T)
i+ +
End While

if —(ext,(T) € EXT _S ET)then
EXT SET := EXT SET |Jext,(T)

else

if(ext,(T) = ext,(T"))and(T C T”)then

INTENT _SET := INTENT SET) —

else

INTENT SET := (INTENT_SET) —

End For
End.

Exemple d’application :

Nous reprenons I’exemple du contexte for-
mel représenté par le Tableau 2, en utili-
sant 1’algorithme proposé nous calculons
pour chaque intension floue 7 son ex-
tension alpha (extq(7)), nous obtenons
l’ensemble des concepts formels suivants

C2: (0 02,03,04,05) (D8, HO', E00)
C3: (0 02,02,04,05) (D8, H* E00)
C4: (o)’ 02 5,0l 01, 0), (D', H*!, E0)

C5: (001 02 ,028,04,0;),(D1,HO"‘,EO’O)
C6: (0° 02 003", oj,o;) (D', H**, E*)
C7: (o)’ 02 ,0(3)0,04,05 ) (D', H** E")
C8: (0)",05°,05°,007,02%), (D', H',E")

La Figure 2 présente le treillis de Galois alpha
(a = 60) équivalent :

Figure 2 — Treillis réduit (G60)

Notons que pour @ = 0, on obtient exactement
le treillis initial.

4 Conclusion

Dans ce papier, nous avons proposé une
méthode permettant de réduire un treillis de
concepts formels flous en se basant sur les
treillis de Galois alpha et le partitionnement
des objets. Nous avons vu qu’en modifiant la
notions d’extension en se référant a une parti-
tion de I’ensemble des instances O, nous mo-
difions le treillis des extensions tout en gardant
la structure en treillis de Galois. Comme pers-
pective, nous comptons déterminer la base mi-
nimale d’implications floues a partir du treillis
de Galois alpha flou résultant permettant ainsi
une représentation condensée de toutes les im-
plications floues qu’on peut induire a partir du
contexte formel initial. Ce travail peut étre aussi
étendu aux opérateurs de dérivation possibi-
listes proposées par Dubois et Prade [15].
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