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Résumé :
Cet article étudie les capacités qualitatives définies sur

un ensemble totalement ordonné muni d’une fonction de
renversement de l’ordre. En nous inspirant du rôle joué
par les probabilités pour les capacités quantitatives, nous
cherchons à savoir si les capacités qualitatives peuvent
être considérées comme des ensembles de mesures de
possibilité. Plus précisément nous montrons que toute ca-
pacité qualitative est caractérisée par une classe de me-
sures de possibilité. De plus, les bornes inférieures de
cette classe sont suffisantes pour reconstruire la capa-
cité et leur nombre en caractérise la complexité. Nous
présentons aussi un axiome généralisant la maxitivité des
mesures de possibilité qui permet d’identifier le nombre
de mesures de possibilité nécessaires à la reconstruction
de la capacité. Cet axiome va aussi nous permettre de
faire un lien entre les mesures de possibilité et la logique
modale.
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Abstract:
This paper studies the structure of qualitative capaci-

ties defined on a finite totally ordered scale equipped with
an order-reversing map. More specifically, we investigate
the question whether these qualitative set-functions can
be viewed as classes of simpler set-functions, typically
possibility measures, paralleling the situation of quan-
titative capacities with respect to imprecise probability
theory. We show that any capacity is characterized by a
non-empty class of possibility measures having the struc-
ture of an upper semi-lattice. The lower bounds of this
class are enough to reconstruct the capacity, and their
number is characteristic of its complexity. We introduce
a sequence of axioms generalizing the maxitivity pro-
perty of possibility measures, and related to the number
of possibility measures needed for this reconstruction. In
the Boolean case, capacities are closely related to non-
regular multi-source modal logics and their neighborhood
semantics.
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1 Introduction

Une mesure floue (ou capacité) qualitative
est une fonction d’ensemble monotone à va-
leurs dans un ensemble totalement ordonné.
Dans ce contexte il est impossible d’utiliser
des structures additives comme les probabilités,
ou la transformée de Möbius comme dans le
cadre des fonctions de croyance. Cependant
il semble que beaucoup de notions quantita-
tives ont une contrepartie dans le cadre quali-
tatif en remplaçant les probabilités par les me-
sures de possibilité. Par exemple la construc-
tion des fonctions de croyance introduite par
Dempster [6] a été appliquée aux mesures de
possibilité [11, 12, 21] pour définir les possi-
bilités et nécessités inférieures et supérieures.
Les possibilités supérieures et les nécessités
inférieures sont respectivement des possibi-
lités et des nécessités ; ce qui n’est pas le cas
pour les possibilités inférieures et les nécessités
supérieures. Voir aussi sur ce thème, [18] pour
l’analogie avec les fonctions de croyance, et [5]
pour le lien avec la cohérence au sens de De Fi-
netti.

Une question naturelle est alors de déterminer
les capacités (qualitatives) qui définissent une
famille de mesures de possibilité, par analo-
gie avec la situation dans la théorie des proba-
bilités imprécises de Walley [22]. Cette ques-
tion a été abordée dans [7], en partant du tra-
vail pionnier de Banon [2]. De plus, il a été
montré que certains ensembles de mesures de
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possibilité jouent un rôle similaire à celui des
ensembles convexes de mesures de probabilité
dans la théorie de Walley [22]. Par ailleurs rap-
pelons que les mesures de possibilité peuvent
être raffinées par des mesures de probabilité
[9, 10].

Le but de ce papier est de montrer que les
axiomes de maxitivité et de minitivité de la
théorie des possibilités peuvent être généralisés
pour définir des familles de capacités qualita-
tives de complexité croissante. De plus ces pro-
priétés vont permettre d’étendre aux capacités
le lien déjà connu entre la théorie des possibi-
lités et la logique modale.

2 Les capacités vues comme des
possibilités imprécises

Soit S un ensemble fini et L un ensemble fini
totalement ordonné muni d’une fonction ν qui
renverse l’ordre. 1 (resp. 0) est l’élément maxi-
mum (resp. minimum) de L. Une capacité est
une fonction d’ensemble γ : 2S → L, crois-
sante pour l’inclusion, et telle que γ(∅) = 0;
γ(S) = 1. Dans la théorie des possibilités l’in-
formation disponible est représentée par une
distribution de possibilité π : S → L. La va-
leur π(s) est la possibilité que s soit l’état actuel
du monde. L’information précise correspond au
cas où ∃s∗, π(s∗) = 1, et ∀s 6= s∗, π(s) = 0,
tandis que l’ignorance complète est représentée
par la distribution π? telle que ∀s ∈ S, π?(s) =
1. La mesure de possibilité associée à une distri-
bution π est la capacité Π(A) = maxs∈A π(s).

γc est la capacité conjuguée de γ, définie
par γc(A) = ν(γ(Ac)),∀A ⊆ S avec Ac

le complémentaire de A. La conjuguée d’une
mesure de possibilité s’appelle une mesure
de nécessité : N(A) = ν(maxs6∈A π(s)) =
mins6∈AN(S \ {s}).

Certaines capacités quantitatives g peuvent être
représentées par un ensemble convexe de proba-
bilités : P(g) = {P, P (A) ≥ g(A),∀A ⊆ S},
par exemple, si g est une capacité convexe ou
une fonction de croyance. On retrouve les pro-

babilités cohérentes inférieures dans le sens de
Walley [22] car on peut montrer que dans ces
deux cas, g(A) = min{P (A) : P ∈ P(g)}.
Dans le cadre qualitatif est-il possible d’avoir
une construction similaire en remplaçant les
mesures de probabilité par les mesures de pos-
sibilité ?

2.1 Possibilités et nécessités imprécises

Pour commencer rappelons quelques propriétés
de R(γ) = {π : Π(A) ≥ γ(A),∀A ⊆ S} l’en-
semble des distributions de possibilité dont la
possibilité associée Π domine γ. Cet ensemble
n’est jamais vide car il contient toujours π?. De
plus π? en est l’élément maximal.

Soit σ une permutation des n = |S| éléments de
S. Le ième élément de la permutation est noté
sσ(i) et Siσ = {sσ(i), . . . , sσ(n)}. On définit alors
la distribution de possibilité πγσ par :

∀i = 1, . . . , n, πγσ(sσ(i)) = γ(Siσ)

Pour toute permutation σ la mesure de possi-
bilité Πγ

σ associée à πγσ appartient à R(γ) et
∀A ⊆ S, γ(A) = minσ Πγ

σ(A) [2]. Nous avons
alors la proposition suivante :

Proposition 1 ∀π ∈ R(γ), π(s) ≥ πγσ(s),∀s ∈
S avec σ une permutation de S.

Preuve : Soit σ la permutation induite par π,
i.e., σ(i) ≥ σ(j) ssi π(si) ≤ π(sj). Nous avons
Π(Siσ) = π(si) ≥ γ(Siσ) = πγσ(si), ∀i =
1, . . . , n. �

Ce résultat montre que R(γ) = {π,∃σ, π ≥
πγσ}. Mais toutes les n! distributions de possi-
bilité πγσ ne sont pas des éléments minimaux de
R(γ). Par exemple, si γ = Π, l’élément mini-
mum est unique et c’est π.

Réciproquement, pour tout ensemble de distri-
butions de possibilité T , γ(A) = minπ∈T Π(A)
est une capacité et T ⊆ R(γ). Si T contient des
distributions de possibilité non comparables, T
est l’ensemble des éléments les plus spécifiques
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de R(γ). Par ailleurs, γ(A) = maxπ∈T Π(A)
est une mesure de possibilité dont la distribu-
tion est πmax(s) = maxπ∈T π(s) [13].

R∗(γ), l’ensemble des éléments minimaux de
R(γ), est un ensemble fini de distributions de
possibilité dont aucune n’est plus spécifique
que les autres. La complexité de γ est mesurée
par son nombre d’éléments. Toute capacité peut
donc être vue comme une mesure de possibilité
inférieure : γ(A) = min{Π(A), π ∈ R∗(γ)}.
Ce résultat est similaire à celui des capacités
convexes qui sont vues comme des probabilités
inférieures [22].

De manière duale en passant par la conjuguée,
les capacités peuvent aussi être décrites comme
des nécessités supérieures. A partir de γ on
peut donc définir deux ensembles de mesures
de possibilités : R(γ) et R(γc). Les possi-
bilités qui dominent γc sont les conjuguées
des mesures de nécessité dominées par γ :
γ(A) = max{N(A), π ∈ R∗(γc)}. De plus
on génère des mesures de nécessité maximales
dominées par γ : R∗(γ) = R∗(γc). Une des
deux représentations (R∗(γ) ou R∗(γc)) peut
être plus simple que l’autre. Par exemple si γ
est une mesure de nécessité induite par la distri-
bution π, alors R∗(γ) = {π} tandis que R∗(γ)
contient plusieurs distributions dont π. Comme
Π(A) ≥ N(A) = Πc(A), il semble plus na-
turel d’approcher N par en dessous et Π par
au dessus. Plus généralement si γ est telle que
γ(A) ≥ γc(A),∀A ⊆ S, alors R∗(γ) est plus
naturel queR∗(γc).

2.2 Les axiomes de minitivité et de maxiti-
vité généralisés

Pour toute capacité γ, il existe au moins un
entier n et n mesures de nécessité telles que
γ(A) = maxni=1Ni(A). Nous allons montrer
que cette propriété est liée à l’axiome de n-
adjonction : ∀Ai, i = 1, . . . , n+ 1,

n+1

min
i=1

γ(Ai) ≤ max
1≤i<j≤n+1

γ(Ai ∩ Aj).

Lorsque n = 1, la 1-adjonction est :
min(γ(A), γ(B)) ≤ γ(A ∩ B). Comme
γ est monotone croissante, les capacités 1-
adjonctives sont les mesures de nécessité.

Considérons les mesures 2-adjonctives.

Proposition 2 min(γ(A), γ(B), γ(C)) ≤
max(γ(A∩B), γ(B∩C), γ(A∩C)),∀A,B,C,
ssi il existe deux mesures de nécessité distinctes
telles que ∀A, γ(A) = max(N1(A), N2(A)).

Preuve :

⇐ Supposons γ(A) = max(N1(A), N2(A)). Sans
perdre de généralité on peut supposer l’existence
de sous-ensembles distincts A, B et C tels que
N1(A) ≥ N2(A), N1(B) ≥ N2(B), N2(C) ≥ N1(C)

avec au moins une inégalité stricte (sinon γ est une me-
sure de nécessité). On a alors min(γ(A), γ(B), γ(C)) =

min(N1(A), N1(B), N2(C)) et γ(A ∩ B) s’exprime
comme
max[min(N1(A), N1(B)),min(N2(A), N2(B))].

Soit en développant γ(A ∩B) :
min[max(N1(A), N2(A)),max(N1(A), N2(B)),

max(N1(B), N2(A)),max(N1(B), N2(B))].
Par construction N1(A) ≥ N2(A), N1(B) ≥ N2(B)

ce qui entraine γ(A ∩ B) = min(N1(A), N1(B)) =

min(γ(A), γ(B)) ≥ min(γ(A), γ(B), γ(C)) alors
max(γ(A ∩ B), γ(A ∩ C), γ(B ∩ C)) ≥
min(γ(A), γ(B), γ(C)).

⇒ Supposons que γ(A) = max3i=1Ni(A).
Nous pouvons trouver trois ensembles distincts
A,B,C tels que min(γ(A), γ(B), γ(C)) =

min(N1(A), N2(B), N3(C)) et vérifiant
min(γ(A), γ(B), γ(C)) > max[γ(A ∩ B),

γ(A ∩ C), γ(B ∩ C)]. Par exemple on peut choisir
A,B,C tels que γ(A) = N1(A) et γ(A′) = 0,∀A′ ⊂ A,
γ(B) = N2(B) et γ(B′) = 0,∀B′ ⊂ B,
γ(C) = N3(C) et γ(C ′) = 0,∀C ′ ⊂ C. Nous
avons donc max(γ(A ∩ B), γ(B ∩ C), γ(A ∩ C)) = 0.
�.

Remarque : Si γ(A) = max(N1(A), N2(A)),
nous pouvons avoir min(γ(A), γ(B), γ(C)) <
max(γ(A∩B), γ(B ∩C), γ(B ∩C)). En effet
il est suffisant d’avoir γ(C) < γ(A∩B), ce qui
est différent du cas n = 1.
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Dans le cas général nous avons :

Proposition 3 ∀Ai, i = 1, . . . n+ 1,
minn+1

i=1 γ(Ai) ≤ maxi6=j γ(Ai∩Aj) ssi il existe
n mesures de nécessité distinctes telles que
∀A, γ(A) = maxnj=1Nj(A).

Preuve : ⇐ Supposons que ∀A, γ(A) =

maxnj=1Nj(A), on a alors minn+1
i=1 γ(Ai) =

minn+1
i=1 maxnj=1Nj(Ai) = minn+1

i=1 Nji(Ai) avec
Nji(Ai) ≥ Nk(Ai),∀k 6= ji, k variant de 1 à n

et i de 1 à n + 1. Au moins deux indices ji pour
i variant de 1 à n + 1 sont égaux car j ne prend
que n valeurs distinctes. Sans perdre de généralité
supposons que j1 = 1 = j2, i.e., minn+1

i=1 γ(Ai) =

min(N1(A1), N1(A2),minn+1
i=3 Nji(Ai)).

On a donc γ(A1 ∩ A2) = maxni=1Ni(A1 ∩ A2) =

maxni=1 min(Ni(A1), Ni(A2)). De plus N1(A1) ≥
Nk(A1) et N1(A2) ≥ Nk(A2) pour tout k de 2 à n, donc
min(N1(A1), N1(A2)) ≥ min(Nk(A1), Nk(A2)) pour
k de 2 à n. Nous avons donc
γ(A1 ∩A2) = min(N1(A1), N1(A2)) =

min(γ(A1), γ(A2)) ≥ minn+1
i=1 γ(Ai).

⇒ Pour la réciproque la démonstration est la même que
celle faite pour le cas n=3. �

Dans les résultats précédents les mesures de
nécessité peuvent être remplacées par les me-
sures de possibilité et on peut affaiblir la maxi-
tivité. Plus précisément on aura l’axiome dual
de n-max-dominance : ∀Ai, i = 1, . . . , n+ 1,

n+1
max
i=1

γ(Ai) ≥ min
1≤i<j≤n+1

γ(Ai ∪ Aj)

et la proposition suivante

Proposition 4 ∀Ai, i = 1, . . . , n+ 1,
maxn+1

i=1 γ(Ai) ≥ mini6=j γ(Ai∪Aj) ssi il existe
n mesures de possibilité distinctes telles que
γ(A) = minni=1 Πi(A).

Remarque : Le concept de n-adjonction
semble jouer dans le cadre qualitatif un rôle si-
milaire à la n-super-modularité.

2.3 Les ensembles focaux qualitatifs

La transformée inférieure de Möbius d’une
capacité qualitative γ est une fonction γ# :

2S → L définie par γ#(E) = γ(E) si γ(E) >
maxB(E γ(B) et 0 sinon. Comme γ est mono-
tone, la condition γ(E) > maxB(E γ(B) peut
être remplacée par maxx∈E γ(E \{x}). On note
Fγ = {E, γ#(E) > 0}, qu’on appelle la fa-
mille des éléments (ou ensembles) focaux de γ.

Comme la transformée qualitative de Möbius
d’une mesure de possibilité est sa distribu-
tion de possibilité, γ# apparait comme la
généralisation de la notion de distribution de
possibilité sur l’ensemble des parties de S.
De plus elle contient l’information minimale
nécessaire pour reconstruire la capacité γ [14,
9], car γ(A) = maxE⊆A γ#(E). Cette équation
fait apparaı̂tre la similarité entre les capacités
qualitatives et les fonctions de croyance [19] :
l’addition est remplacée par le max et γ# joue
le role de la fonction de masse (la transformée
de Möbius de la fonction de croyance) [15].

Notons γλ la capacité booléenne : γλ(A) = 1
si γ(A) ≥ λ > 0, et 0 sinon. Si la capa-
cité γ est n-adjonctive, le nombre maximal des
éléments focaux de γλ est borné par n. En effet,
puisque γ(A) = maxni=1Ni(A), l’ensemble des
éléments focaux de γλ contient au plus n sous-
ensembles Ei tels que

Ni(A) ≥ λ ⇐⇒ Ei ⊆ A.

Par ailleurs, si E est un élément focal de γ,
définissons la mesure de nécessitéNE par ∀A 6=
S,NE(A) = γ#(E) si E ⊆ A et 0 sinon.
Alors γ(A) = maxE∈Fγ NE(A). Considérons
toutes les chaı̂nes de sous-ensembles emboı̂tés
dans Fγ . Chacune d’elles définit une mesure de
nécessité Ni. Si une capacité est n-adjonctive,
cela signifie qu’il y a exactement n chaı̂nes
d’ensembles focaux dans Fγ . Remarquons en-
fin que dans le cas extrême où les éléments
de Fγ sont des singletons, chaque mesure de
nécessité NE est aussi une mesure de possibi-
lité ; alors γ est une mesure de possibilité.

Dans [7], il est montré que la transformée de
Möbius qualitative permet de trouver les distri-
butions de possibilité les plus spécifiques domi-
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nant γ en sélectionnant un élément dans chaque
ensemble focal.

2.4 n-adjonction et k-maxitivité

Une capacité est k-maxitive ssi ses ensembles
focaux ont au plus k éléments [17, 14]. Nous
allons montrer qu’il existe une connection entre
la k-adjonction et la k-maxitivité. Commençons
par regarder le lien entre les ensembles focaux
d’une capacité et de sa conjuguée.

Proposition 5 Soit γ une capacité booléenne
et Fγ = {E1, . . . Ek} ses ensembles focaux ;
alors Fγc = min⊆{{s1, . . . sk}, si ∈ Ei, i =
1 . . . , k}, où min⊆ choisit les plus petits en-
sembles au sens de l’inclusion.

Preuve : Nous avons Fγc = min⊆{A, γc(A) =
1}. Or γc(A) = 1 ssi A contient un ensemble
de la forme {s1, . . . sk}, si ∈ Ei, i = 1 . . . , k.
En effet, γc(A) = 1 ⇐⇒ γ(Ac) = 0 ⇐⇒
∀E ∈ Fγ, E 6⊆ Ac donc γc(A) = 1 ⇐⇒
∀E ∈ Fγ, E ∩ A 6= ∅. On peut donc écrire
γc(A) = 1 ⇐⇒ ∀E ∈ Fγ,∃sE ∈ E∩A ⇐⇒
∃F = {sE : E ∈ Fγ}, F ⊆ A, où pour chaque
ensemble focal E de γ, sE est choisi dans E. �

Donc si une capacité booléenne est k-adjonctive
(elle a k ensembles focaux), alors sa conjuguée
est k-maxitive.

Les éléments sE choisis dans les ensembles
focaux E ne sont pas nécessairement
distincts si les éléments focaux se che-
vauchent. Par exemple si Fγ = {E1, E2}
avec E1 = {s0, s1, s3}, E2 = {s0, s2, s4},
alors les éléments focaux de la conjuguée
sont les plus petits éléments de la fa-
mille {{s0}} ∪ {{s0, si}, i = 1, . . . , 4} ∪
{{s1, s2}, {s1, s4}, {s3, s2}, {s3, s4}}, i.e,
Fγc = {{s0}{s1, s2}, {s1, s4}, {s3, s2}, {s3, s4}}.

(γc)c = γ entraı̂ne la propriété suivante :

Proposition 6 c(c(Fγ)) = Fγ où c(Fγ) est la
transformation de Fγ vers Fγc

Par exemple si Fγ = {A,B}, alors Fγc =
{{s} : s ∈ A ∩ B} ∪ {{sA, sB} : sA ∈
A\B, sB ∈ B\A}. Reconstruisons les éléments
deFγ à partir deFγc . Chaque ensembleFγ doit
contenirA∩B. Supposons que nous choisissons
sA ∈ {sA, sB}. Ce choix couvre tous les en-
sembles focaux {sA, s}, s ∈ B \ A. Cela nous
empêche de choisir le prochain élément dans
B \ A. Donc le choix suivant se trouve dans A.
Ainsi l’ensemble focal A est construit.

Regardons le cas général. Dans la suite Fγβ est
l’ensemble des éléments focaux A de γ tels que
γ(A) = β. Une preuve similaire à celle de la
proposition 5 entraine le résultat suivant :

Proposition 7 Soit γ une capacité et Fγ =
{E1, . . . Ek}. Alors, γc(A) = 1 ssi ∀i =
1 · · · , k : Ei ∩ A 6= ∅. De plus, Fγ

c

1 =
min⊆{{s1, . . . sk}, si ∈ Ei, i = 1 . . . , k}.

Proposition 8 A est un élément focal de γc tel
que γc#(A) = ν(α) > 0 si et seulement si c’est
un élément minimal de l’ensemble {E = {sE :
γ#(E) > α}, E ∩ F = ∅ pour un certain F ∈
Fγα}, avec sE ∈ E.

Preuve : γc#(A) = ν(α) signifie que A est un
ensemble minimal tel que γc(A) = ν(α).

γc(A) = ν(α) 6= 0, 1 ssi ∀E, γ#(E) > α
implique E ∩ A 6= ∅ et ∃E,E ∩ A = ∅ tel
que γ#(E) = α. En effet, γc(A) ≥ ν(α)
ssi γ(Ac) ≤ α ssi ∀E, γ#(E) > α implique
E 6⊆ Ac. De plus γc(A) = ν(α) est vraie
s’il existe un ensemble focal E ⊆ Ac tel que
γ#(E) = α.�

Nous pouvons donc construire la transformée
qualitative de Möbius d’une capacité à partir de
celle de sa conjuguée. Il est facile de voir que
dans le cas général, si une capacité a k éléments
focaux sa conjuguée sera k-maxitive, car les
plus grands éléments focaux γc sont obtenus en
choisissant un élément dans chaque élément fo-
cal de γ.

Il reste la question de savoir comment
construire les n distributions de possibilité
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telles que γ est n-adjonctive en termes de m
distributions de possibilité telles que γ est m-
max-dominante. Par exemple une mesure de
nécessité N est 1-adjonctive par rapport à sa
distribution de possibilité π, elle est aussi n-
max-dominante par rapport à n mesures de
possibilité avec n le nombre d’éléments fo-
caux emboités de la mesure de nécessité N .
Plus précisément les ensembles distincts Aαi =
{s : π(s) ≥ αi} sont tels que N#(Aαi) =
ν(αi+1), avec α1 = 1 > α2 > · · · > αn >
αn+1 = 0. Alors N = minni=1 Πi, avec πi(s) =
ν(αi+1),∀s ∈ Aαi et 1 sinon.

3 Un point de vue logique modale
sur les capacités

Dans cette section nous allons montrer que
les résultats précédents suggèrent une nou-
velle sémantique pour des logiques modales
générales. Considérons un langage proposition-
nel L ayant des variables booléennes {a, b, c...}
et des connecteurs ∧,∨,¬,→. Soit S l’en-
semble des interprétations de ce langage. Etant
données une proposition p ∈ L, une mesure de
nécessité N sur S dont la distribution de possi-
bilité est π, �p représente N(A) ≥ λ > 0, avec
A = [p] ⊆ S l’ensemble des modèles de p. �p
correspond à la mesure de nécessité booléenne
dont la distribution de possibilité est la fonction
caractéristique de E = {s|π(s) > ν(λ)}.

Considérons un langage propositionnel de ni-
veau supérieur L� défini par ∀p ∈ L,�p ∈ L�,
et si φ, ψ ∈ L�, alors ¬φ ∈ L�, et φ ∧ ψ ∈ L�.
Les variables de L� sont alors {�p : p ∈
L}. ♦p est une notation simplifiée de ¬�¬p.
Alors ♦p modélise Π(A) ≥ ν(λ) où Π est la
conjuguée de N . Cela définit un fragment très
élémentaire de la logique modale KD connue
sous le nom de MEL [1]. En effet les axiomes
suivants sont vérifiés

– (K) : ` �(p→ q)→ (�p→ �q).

– (N) : ` �p si p est une tautologie (` p).

– (D) : ` �p→ ♦p.

Ces axiomes impliquent la forme booléenne de

l’axiome de minitivité, soit l’axiome
(C) : �(p ∧ q) ≡ (�p ∧�q).

Un modèle pour une formule φ ∈ L� est un
ensemble non vide E ⊆ S. L’ensemble E est
compris comme l’état épistémique d’un agent.
La satisfaction des formules de MEL est alors
définie de la façon suivante pour φ, ψ ∈ L� :

– E |= �p, si et seulement si E ⊆ [p] ;

– E |= ¬φ, si et seulement si E 6|= φ ;

– E |= φ ∧ ψ, si et seulement si E |= φ et
E |= ψ ;

– alors, E |= ♦p si et seulement si E ∩ [p] 6= ∅.
Pour tout ensemble Γ ∪ {φ} de L�-formules,
φ est une conséquence sémantique de Γ, notée
Γ |= φ, lorsque pour chaque épistémique
E,E |= Γ implique E |= φ. Si N est
une mesure de nécessité booléenne induite
par E, on lui associe une interprétation clas-
sique de L�, de la forme

∧
p∈L:N([p])=1 �p ∧∧

p∈L:N([p])=0 ¬�p.

En utilisant le même langage |= �p peut aussi
représenter γ([p]) ≥ λ > 0 pour toute ca-
pacité qualitative γ. �p correspond alors à la
capacité booléenne définie par γλ(A) = 1 si
γ([p]) ≥ λ > 0 et 0 sinon. On peut alors vérifier
les axiomes suivants [8] :

– (RE) : ` �p ≡ �q lorsque ` p ≡ q.

– (RM) : ` �p→ �q, lorsque ` p→ q.

– (N) : ` �p si ` p ; (P ) : ` ♦p, si ` p.

C’est une logique modale non régulière. Plus
précisément c’est un fragment de la logique
modale monotone EMN [4], où les moda-
lités ne s’appliquent qu’aux propositions. Sa
sémantique habituelle est basée sur les voisi-
nages (familles de sous-ensembles de mondes
possibles ayant certaines propriétés). Cette lo-
gique ne satisfait pas les axiomes K, C et D.
Cette logique modale est le point de vue logique
naturel des capacités qualitatives. En effet, toute
interprétation classique de L� satisfaisant les
axiomes précédents définit et est définie par une
capacité booléenne β. De plus elle est de la
forme

∧
p∈L:β([p])=1 �p ∧

∧
p∈L:β([p])=0 ¬�p.
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Nous pouvons alors traduire la propriété de n-
adjonction dans le cadre de la logique modale
(lire [8] pour le cas n = 2). Soit n le plus petit
entier pour lequel γ(A) = maxni=1Ni(A). En
notant �ip pour Ni([p]) ≥ λ > 0, il est clair
que γ([p]) ≥ λ > 0 représente �p ≡ ∨ni=1�ip,
où les �i sont des KD modalités. Par dualité, ♦p
veut dire ¬�¬p, et on a alors ♦p ≡ ∧ni=1♦ip.
On peut écrire alors l’axiome de n-adjonction
dans le cadre logique :

(n-C) : ` (∧n+1
i=1 �pi)→ ∨n+1

i6=j=1�(pi∧pj)

Cela implique que si les pi, i = 1 . . . , n+1 sont
mutuellement inconsistants alors ` ¬∧n+1

i=1 �pi.
Cette propriété montre qu’on ne peut pas avoir
γ([pi]) ≥ λ > 0 pour tout i = 1 . . . , n+ 1.

La sémantique de la logique EMNP+n-C peut
s’exprimer de deux façons :

– Sous la forme de n états épistémiques (sous-
ensembles de S) : (E1, . . . , En) |= �p si
∃i ∈ [1, n], Ei |= �ip. Par construction,
E1, . . . , En sont les ensembles focaux de la
capacité booléenne définie par γλ(A) = 1 si
γ([p]) ≥ λ > 0 et 0 sinon.

– En termes de voisinage : ce sont les sous-
ensembles non vides N de 2S tels que N |=
�p si et seulement si [p] ∈ N etN |= ♦ si et
seulement si [¬p] 6∈ N .

Pour une KD modalité, il est clair que N =
{A,N(A) ≥ λ} = {A|A ⊇ E} pour un en-
semble non videE ⊆ S (N est un filtre propre).
Pour une modalité EMNP N = {A, γ(A) ≥
λ > 0} 6= 2S est fermé pour l’inclusion
et non vide. Pour une modalité EMNP+n-C,
N = {A, γ(A) ≥ λ > 0} est l’union de n
filtres propres de la forme {A,Ni(A) ≥ λ} =
{A|A ⊇ Ei}.

Dans le cas extrême où les ensembles
(E1, . . . , En) sont des singletons, la moda-
lité �p vérifie la distributivité par rapport à la
disjonction : ` �(p ∨ q) ≡ �p ∨ �q (mais
non par rapport à la conjonction), ainsi que
l’opposé de l’axiome D : ` ♦p → �p. En
d’autres termes, les modalités de nécessité et
de possibilité sont échangées. Nous sommes

ramenés à la logique MEL en échangeant les
modalités de base � et ♦. En fait, cet échange
des modalités est une simple instance d’une
question plus générale, considérée dans la sec-
tion précédente, celle de calculer les éléments
focaux d’une capacité à partir de ceux de sa
conjuguée. Cela revient au niveau sémantique
à la transformation d’une logique basée sur les
états épistémiques de k agents dans la situation
duale d’une logique multi-sources associée à
un ensemble d’agents dont la connaissance a
une imprécision limitée (i.e., où chaque état
épistémique met en jeu au plus k mondes
possibles).

4 Conclusion

Nous avons étudié la représentation des capa-
cités prenant des valeurs sur une échelle finie
totalement ordonnée par une famille de distri-
butions de possibilité qualitatives. Il se trouve
que toute capacité peut être vue soit comme
une mesure de possibilité inférieure soit comme
une mesure de nécessité supérieure par rapport
à deux familles distinctes de distributions de
possibilité. Cette remarque a conduit à propo-
ser une généralisation des propriétés de maxi-
tivité et de minitivité en théorie des possibi-
lités, offrant ainsi une classification des capa-
cités qualitatives en termes de niveaux crois-
sants de complexité et de généralité, basée sur le
nombre minimal de distributions de possibilité
dont on a besoin pour les représenter. En parti-
culier, on a montré qu’une intégrale de Sugeno
est une intégrale possibiliste inférieure [7]. Le
calcul d’une intégrale de Sugeno est simplifié
pour des capacités k-adjonctives ou k-max do-
minantes. De plus, l’étude des relations entre
les ensembles focaux d’une capacité et ceux de
sa conjuguée a mis en évidence les liens entre
capacitiés k-adjonctives et k-maxitives. Enfin,
on a montré un lien entre les capacités qualita-
tives et les logiques modales non-régulières, qui
généralisent les logiques modales de type KD
au même sens où les capacités généralisent les
mesures de nécessité.
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De nombreuses directions de recherche
s’ouvrent à partir de ces résultats :

– Du côté de la logique, on peut reconsidérer
l’étude des logiques modales non-régulières
à la lumière d’une sémantique basée sur les
capacités. Le fait que cela conduit à des dis-
jonctions d’opérateurs de nécessité de type
KD rappelle le cadre épistémique de Belnap
[3], et les logiques paraconsistantes. Le fait
qu’un cas extrême de logique EMN revient à
une logique modale similaire à celles de type
KD où possibilité et nécessité sont échangées
reflète le fait que dans le bitreillis de Belnap,
les valeurs épistémiques représentant l’infor-
mation contradictoire et l’absence d’informa-
tion jouent des rôles symétriques.

– On peut aussi vouloir évaluer la quan-
tité d’information (ou l’incertitude) conte-
nue dans une capacité qualitative [16]. Dans
[7], la distribution de possibilité maxima-
lement spécifique dominant une capacité a
été étudiée et s’avère être la contrepartie
de la fonction de contour des fonctions de
croyance pour les capacités qualitatives. Ceci
peut suggérer une approche basée sur la com-
paraison des fonctions de contour.

– Une contrepartie qualitative de l’ordre infor-
mationnel basé sur la spécialisation des fonc-
tions de croyance (inclusion d’ensembles fo-
caux), ainsi que de la règle de combinaison
de Dempster, a été proposée dans [18]. Ces
recherches doivent être poursuivies dans le
cadre de techniques de fusion d’information
qualitative allant au delà de celles basées sur
la théorie des possibilités.
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